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内 容 简介 


动力 系统 理论 以 确定 的 随时 间 演 变 的 系统 的 大 范围 动力 学 性 态 为 研究 
内 容 , 它 在 物理 力学 ,化 学 .生物 和 经 济 等 许多 学 科 中 具有 广泛 的 应 用 , 受 
到 国际 上 的 广泛 重视 . 

本 书包 括 由 常 微分 方程 组 和 点 射 所 确定 的 动力 系统 的 定性 理论 和 分 支 
理论 的 基本 内 容 . 如 奇 点 和 不 动 点 的 性 态 的 系统 分 析 ,平面 系统 的 全 局 分 
析 . 其 中 突出 了 极限 环 不 存在 性 存在 性 ,唯一 性 的 判别 法 则 ,本 书 从 结构 稳 
定性 出 发 引 人 分 支 概念 ,分 类 分 析 了 各 种 分 支 现象 ,以 及 与 极限 环 问题 密切 
相关 的 各 种 分 支 ,如 广义 Hopf 分 支 , Poincare 分 支 , 同 宿 、 异 宿 奇 闭 轨 分 支 
和 Bogdanov-Takens 分 支 等 .此 外 ,与 混沌 性 态 相 关 的 符号 动力 系统 ,Smale 
马蹄 Melnikov 方法 等 书 中 作 了 介绍 . 

本 书 可 供 高 等 院 校 数 学 系 ,物理 系 及 其 他 应 用 学 科 的 高 年 级 学 生 和 研 
究 生 使 用 ,也 可 供 相关 领域 的 科技 人 员 参 考 . 
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动力 系统 理论 是 现代 大 范围 分 析 这 一 综合 性 数学 分 支 的 一 个 
重要 组 成 部 分 ， 它 以 确定 的 随时 间 演 变 的 系统 的 大 范围 动力 学 性 
态 为 其 研究 内 容 ， 又 在 物理 、 力 学 、 化 学 、 生 物 和 经 济 等 许多 学 科 
分 支 中 得 到 广泛 的 应 用 ， 因 而 在 国际 范围 内 引起 广泛 重视 . 


从 历史 发 展 来 看 ， HH. Poincaré 所 创立 的 微分 方程 定性 理论 
就 曾 以 天 体 运 动 中 所 出 现 的 一 些 非 线性 微分 方程 的 模型 作为 重要 
的 研究 背景 之 一 ， 由 于 不 能 得 到 其 通 解 的 表达 式 ， 他 着 眼 于 从 方 
程 本 身 的 特性 去 研究 其 解 应 具有 的 各 种 性 质 ， 这 就 是 定性 理论 的 
基本 出 发 点 ， 解 的 某 些 局 部 的 或 大 范围 的 性 态 有 时 往往 要 随 着 方 
程 的 变化 ( 常 体现 为 系统 中 的 参数 的 变化 ) 而 发 生变 化 ， 这 就 是 分 
支 (bifurcation) 的 概念 ， 20 世纪 60 年 代 以 来 ， 分 支 理论 迅 猛 
发 展 , 作为 它 的 一 个 重要 组 成 部 分 , 微分 方程 和 动力 系统 的 分 支 理 
论 的 研究 也 系统 深入 地 展开 ， 并 对 许多 应 用 学 科 中 所 出 现 的 复杂 
问题 的 研究 给 以 推动 ， 本 书 的 主要 内 容 就 包含 定性 理论 与 分 支 理 
论 两 个 方面 . 前 者 以 丰富 的 平面 系统 的 定性 理论 为 主 , 也 包含 了 一 
般 下 ”空间 中 动力 系统 的 一 些 基 本 概念 、 理 论 和 方法 ， 如 平面 系 
统 的 奇 点 分 析 , 极限 环 的 不 存在 性 ,存在 性 和 唯一 性 的 一 些 判 别 法 
则 , 它们 以 极限 集 理论 作为 基础 . 对 于 研究 极限 环 问题 的 一 个 重要 
工具 , 旋转 向 量 场 理论 也 作 了 介绍 . 由 此 总 结 出 系统 地 分 析 具 体 平 
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面 系统 的 大 范围 性 态 的 方法 , 并 结合 一 些 应 用 问题 加 以 分 析 . 这 就 
是 本 书 前 三 章 及 第 四 章 前 儿 节 的 主要 内 容 . 

第 四 章 后 半 部 分 从 结构 稳定 性 的 讨论 引导 出 分 支 系 统 及 与 其 
相关 的 开 折 、 余 维和 规范 形 等 概念 . 第 五 章 对 平面 系统 的 各 种 分 支 
作 了 较 细致 的 分 析 ， 并 结合 Hilbert 第 16 问题 就 多 项 式 平面 系 统 
的 极限 环 分 支 以 及 作者 自身 在 这 方面 的 部 分 研究 工作 给 予 介 绍 ， 
以 便 有 兴趣 的 读者 在 此 基础 上 进一步 开展 研究 ， 高 于 二 维 的 非 线 
性 系统 将 会 出 现 诸如 混沌 等 复杂 的 性 态 ， 第 六 章 将 介绍 处 理 这 类 
问题 的 基本 方法 ， 引 入 Smale 马蹄 等 与 混沌 性 态 相关 的 内 容 ， 包 
括 判别 混沌 性 态 的 横 截 同 宿 定理 与 Melnikov 方法 等 . 

本 书 的 主要 内 容 历年 来 曾 在 南京 大 学 ， 南 京师 范 大 学 对 数学 
系 的 部 分 研究 生 和 本 科 高 年 级 学 生 讲 授 过 ， 希 望 通过 这 本 书 的 出 
版 使 更 多 的 读者 对 非 线性 系统 研究 中 所 运用 的 定性 方法 以 及 现代 
分 支 理 论 方法 有 一 个 基本 的 了 解 . 当然 ， 限 于 笔者 的 水 平 ， 书 中 定 
会 出 现 不 少 错漏 之 处 ， 敬 请 读者 指正 . 
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第 一 章 ”动力 系统 的 基本 概念 


给 定常 微分 方程 组 
dzi 。 
bza sz， 1= 1,2,.…,n (1.1) 


和 初 值 条 件 
vi(to) = x ¢= 1,2,...,n, (1.2) 


其 中 每 一 记 定义 在 开 区 域 G C IR"+1 中 ， 其 中 t € IR, (to, x9， 
7T3,…, 29) E G. 为 了 简化 记号 以 及 后 面 的 论证 ， 我 们 可 以 运用 
下 述 向 量 与 矩阵 的 记号 及 运算 法 则 ， 记 


尼 1 X1 ze? 
2 。 To 0 28 
广 一 ， X 一 , ) xX 一 , ， 

Tn Tn Z0 
fi(t,x) 
folt,x) 

f(t, x) = . 

fnlt, Xx) 


.、d 
(其 中 ( )= 7) 它们 代表 n 维 向 量 或 向 量 函数 .这 时 方程 


(1.1) 和 初 值 条 件 (1.2) 可 写成 
dx 
f(x) x(to) = x0. (1.3) 
称 之 为 微分 方程 组 的 初 值 问题 或 柯 西 (Cauchy) 问 题 . 
设 x,y E IR", a 是 实数 ， 可 分 别 定义 它们 的 和 或 差 、 数 乘 、 
内 积 及 范 数 为 


1 土 Y1 QaXl 
7T2 土 Yo QZ2 

X 士 y = 三 . ， QX = . ， 
Tn + Yn QZm 


Coy) = Dig 人 = 并 il 或 fix = VN. 
+=1 t=1 


设 f(t) 是 定义 在 [4,8 上 的 n 维 向 量 函 数 ， 它 的 导数 和 积分 分 别 


f(t) fA)dt 
b 
ht ) 了 f(t)dt = fo fe 


plt ) ffltdt 
另外 ， 对 任意 如 ,te [中 恒 有 不 等 式 
太吉 <| 广 called 
to to 


从 上 述 向 量 函 数 的 导数 和 积分 的 定义 知 ， 定 义 在 区 间 fo, 中 上 
的 一 个 向 量 函 数 f(t) 为 连续 函数 (可 导 或 可 积 ) 的 充 要 条 件 是 它 
的 每 个 分 量 在 相应 的 区 间 上 连续 (可 导 或 可 积 ). 


.2. 


设 zl = Vi(bjza = 2 的 2r = pn(t) 是 定义 在 区 间 
(a,b) 上 的 n 个 连续 可 微 函 数 ， 若 将 它们 代入 方程 组 (1.1), 使 其 
在 (a, b) 上 成 为 恒等式 ， 即 对 1 二 1, 2,- “ ,mn,t € (a, b), 恒 有 


2 三 filt, p1(t), p2(t), + , pn(t)), 


或 简写 为 有 
TO = 了 人 更 ()， 


解 . 若 此 解 满足 初 值 条 件 (1.2), 则 称 之 为 初 值 问题 (1.3) 的 解 . 
方程 组 (1.1) 的 含有 n 个 独立 的 任意 常数 的 解 


rit) = pilt,c1, C2 ycn), i=1,2,..,n 
称 为 (1.1) 的 通 解 . 由 隐 函 数 方程 
Bi(t,T1, To TnyCly Co Cn) =0, 1=1,2,...,n. (1.4) 
所 确定 的 含有 ?” 个 独立 的 任意 常数 的 函数 
zi(t) = Wilt, ci ca cn)， i=1,2,..,n 
若是 (1.1) 的 通 解 ， 则 称 (1.4) 为 (1.1) 的 通 积 分 . 
§1 IR" 上 微分 方程 的 解 的 存在 唯一 性 ， 解 的 延 拓 


1.1 ” 解 的 存在 唯一 性 定理 

在 微分 方程 理论 的 发 展 过 程 中 ， 人 们 有 很 长 一 段 时 间 总 是 努 
力 寻求 所 给 方程 的 通 解 的 分 析 表达 式 ， 这 就 是 通常 所 说 的 初等 积 
分 法 . 后 来 发 现 就 绝 大 多 数 非 线性 方程 来 说 , 这 一 点 是 不 可 能 办 到 


.3. 


的 ， 例 如 ， 1941 年 ， 法 国 数学 家 J.Liouville 首先 证 明了 有 一 个 
二 次 项 的 非 线性 方程 ( 即 Riccati 方程 ) 


oY = p(s)y + (a)y + Ra) 


一 般 是 不 可 能 求 得 其 通 解 的 ， 直至 19 世纪 后 期 ， 王 .Poincaré 开 
始 创立 了 微分 方程 的 定性 理论 , 即 是 说 , 不 指望 求 出 解 的 分 析 表 达 
式 , 而 是 从 方程 自身 的 特性 去 确定 其 解 所 具有 的 定性 性 态 . 本 书 的 
主题 之 一 也 就 是 介绍 其 基本 的 思想 方法 . 

为 了 展开 定性 的 讨论 ， 首 要 的 一 个 问题 是 ， 微 分 方程 的 初 值 
问题 (1.3) 的 解 是 否 存在 ? 存在 的 话 是 否 唯一 ?这 就 是 本 节 要 介 
绍 的 解 的 存在 唯一 性 定理 . 其 条 件 可 强 可 弱 ， 结 果 甚 多 . 为 简明 扼 
要 ， 现 介绍 最 基本 的 一 个 定理 . 


定理 1.1 考虑 初 值 问题 (1.3). 假设 f(t,x) 在 (n 十 1) 维 空间 闭 
区 域 

G: lt—-to|l<a, lx—-x°|<? 
上 连续 ， 且 关于 x 满足 Lipschitz 条 件 (简称 李 扩 条 件 ), 即 存在 
正常 数 上 , 使 得 对 任意 (t,X), (t,y) E G, 恒 有 


作坊 x) — £0t,y)N < Llx — yll. 
今 


， b 
M = TaX 中 Et x)1|, h= min(a, 1) 


则 初 值 问题 (1.3) 在 区 间 此 一 加 | < h 上 存在 唯一 的 解 Xx 二 下 (上 
证 明 证 明 较 长 , 可 分 为 下 列 五 个 步骤 : 第 一 步 证 明 初 值 问题 (1.3) 
等 价 于 积分 方程 : 


x = x0 十 / “f(s,x(s))ds (1.5) 


的 求解 问题 ， 第 二 步 在 区 间 | 一 to| < h 上 构造 (1.5) 的 近似 解 序 
列 { 更 的 上 其 中 亚信 是 见 维 连续 向 量 函 数 ， 第 三 步 证 明 函 数 
序列 { 专 ( 引 } 在 性 一 tol 和 关上 一 致 收敛 到 某 函 数 下 全 ; 第 四 步 
证 明 重 (t) 是 (1.5) 的 解 ， 也 就 证 明了 初 值 问题 (1.3) 的 解 的 存在 
性 ; 最 后 ， 第 五 步 证 明 (1.3) 的 解 的 唯一 性 . 下 面 只 考虑 写 之 如 的 
情况 ， 易 见 上 和 to 的 情形 可 以 完全 类 似 的 证 明 . 

(一 ) 证 明 初 值 问题 (1.3) 与 积分 方程 (1.5) 的 等 价 性 . 

设 x= 现 (人 是 初 值 问题 (1.3) 的 解 ， 即 

TO sr, 80)). 
把 上 式 两 边 从 如 到 t 积分 得 
鲁 (t) 三 X 十 [ f(s, 更 (s))ds. 
to 


这 说 明 工 = 宣 () 是 积分 方程 (1.5) 的 解 . 
反之 , 设 x = 里 (tj 是 积分 方程 (1.5) 的 连续 解 ， 即 


Bt) =x0 + / ‘f(g,®(s))ds 


于 是 更 ( 坟 可 微 ， 从 而 
d®(t) 


即 x = 重 (t) 是 初 值 问题 (1.3) 的 解 . 
(二 ) 用 Picard 逼近 法 构造 (1.5) 的 近似 解 序 列 {里 #( 引 }. 令 


olt) = = X0 
Bi(t) =x0 + [ur f(s, Bo(s))ds, 


Bi(t) =x or fa f(s, Bh_1(s))ds, k=2,3,.. 


=f(t, $B(t)), 有 Blto)=x 


下 面 证 明 每 一 重 :(t) 在 to < t< to 十 h 上 有 定义 连续， 且 
| 更 &(b 一 xol| < 六 由 定理 假设 ， 显 然 量 1(#) 在 [to,t0 十 加 上 有 
定义 且 连 续 . 又 


JB) -x = 7 
i=] 


人 fi(s, Bo(s))ds 


< [li ol 
sf fts) 
= ic Bols)las 
< M(t — to) 
<Mh 
<b, 
因此 更 z(b 在 [to,to 十 有 上 有 定义 ， 连 续 ， 且 


lm 的 -zol < hes, Bleds < MG 区 < 


一 般 地 ， 假 设 如 上 构造 的 向 量 函数 序列 当 n = 上 时 ， 王 ( 在 
[to,; to 十 有 上 有 定义 ， 连 续 ， 且 


k(t) — x < o, 
则 里 +1(t) 在 [to,to 十 月 上 有 定义 ， 连 续 ， 且 
t 
Bn) — zo < / fCs, Br(s))llds < M(t — to) < b. 


由 数学 归纳 法 知 ， 对 一 切 n, 旱 n() 在 lto,to 十 冲 上 有 定义 ， 连 
续 ， 且 Dn() 一 x 和 4. 


.6. 


(三 ) 证 明 向 量 函 数 序列 { 理 (办 } 在 [to,to 十 有 A] 上 一 致 收敛 . 
考虑 级 数 
亚 o(t) 十 SB) 一 B41(t)), te [to, to 十 hl]. (1.6) 


k=1 


它 的 部 分 和 为 
SO = Bo(t) + DO [Balt) — hi(t)] = Blt). 
k=1 


因此 ， 在 区 间 [to,to 十 加 上， 向 量 函 数 序 列 { 重 n()} 的 一 致 收敛 
性 等 价 于 级 数 (1.5) 的 一 致 收敛 性 . 

下 面 证 明 ， 对 一 切 n, 恒 有 
<M. [Lt to) 
一 


nl! 


®t) 一 更 -It < (1.7) 


当 n = 1 时, 由 (二 ) 的 证 明知 ， (4 7) 式 显 然 成 立 . 假设 当 n = 
时 ， (1.7) 式 成 立 ， 则 有 


ls 的 -可 的 | < Nes, mo) ~ fe, Be-(s))las 


< zf |®(s) — Eri(s) lds 


kl 

<L “ML (s — to)*ds 
wo 

ML" kt+1 

(k++ Tit to) 

由 数学 归纳 法 知 ， 对 一 切 n, (1.7) 式 均 成 立 . 
由 于 正 项 级 数 1 有 
M (Lh)™ 
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收敛 , 由 Weierstrass 判别 法 知 , 向 量 函 数 项 级 数 (1.6) 在 [to, to 十 
h] 上 一 致 收敛 ， 记 


im Bn(t) = P(t), te lto,tot hl 


则 X= 各 () 在 [to,to 十 问 上 连续 ， 且 上 独 (t) 一 x < 6b. 
(四 ) 证 明 x = 更 ( 昌 是 积分 方程 (1.5) 在 [fto, to 十 加 上 的 解 . 
由 Lipschitz 条 件 


[If Ct, Bn lt)) — f(t, Brn) < LEn(t) — Bn) 
及 { 鲁 n(t)} 在 [to,to 十 加 上 一 致 收敛 到 是 (t) 知 ， 向 量 函 数 序列 
{f, (6)} = {fnt, Bn(t))} 
在 [to,to 十 月 上 一 致 收敛 到 f(t, 重 (外). 因此 ， 
lim ®n(t) = x0 + lim, 人 f(s, 理 。1(5))ds 
= + f(s, ni())ds, 


即 
Bt) = x + / f(s, (as 
这 说 明 里 (t) 是 积分 方程 (1.5), 也 就 是 (1.3), 在 fi, 如 十 出 上 的 
解 . 
(五 ) 证 明 积分 方程 (1.5) 的 解 的 唯一 性 . 
设 x= 理 (上 和 x= 亚 (二 是 (1.5) 的 两 个 解 ， 即 有 


B(t) 一 xo 二 [ f(s, $(s))ds, 


W(t) = x + 人/ (更 (as 


两 式 相 减 得 
Gt) = ON < eCs, 更 (9) ~ £(5, (a)lads 
< 5 MGs) - mllds 


令 
oO= | 更 (s) 一 更 (slags， te [to,to+ 有 Nl. 


g(t) < Lglt), 


于 是 
(eT 0) g(t)) < 0. 
从 而 
eT%)g(t) < g(to) =0, 
由 此 推出 


g 提 三 0，te [to,to +h]. 


即 更 人 三 亚 ( 昌 ,te [加 十 问 , 这 就 证 明了 积分 方程 (1.5), 亦 
即 (1.3) 的 解 的 唯一 性 , 

综 上 所 述 ， 初 值 问题 (1.3) 在 六 一 如 | < 上 存在 唯一 解 . 

证 毕 

注 1.1 ”定理 1.1 中 的 两 个 条 件 保 证 了 初 值 问题 (1.3) 的 解 的 存 
在 唯一 性 . 若 f(t, Xx) 只 对 t,x 连续 , 但 未 必 满 足 Lipschitz 条 件 ， 
则 初 值 问题 (1.3) 的 解 仍 然 存在 ， 但 未 必 唯 一 

例如 初 值 问题 


dy 
x 2Vy,， y(0) 


中 的 函数 f(z,y) = 2Vy 在 原点 的 任何 邻 域 中 都 连续 ， 但 不 满足 
Lipschitz 条 件 ， 容 易 验证 ， 该 初 值 问题 存在 无 穷 多 个 解 ; 


0 
yi 三 0 和 | ， > 


(zz 一 ec2， cec< z， 
其 中 c 为 任意 非 负 常数 . 


注 1.2 Ba 1.1 中 的 Lipschitz 条 件 一 般 来 说 较 难 验 证 .通常 


Ozj 


满足 李 氏 条 件 . 


1.2 解 的 延 拓 


定理 1.1 给 出 的 初 值 问题 (1.3) 的 解 的 存在 唯一 性 定理 是 局 
部 的 ， 它 只 肯定 了 解 在 区 间 长 一 如 | < 请 (= min(a, 已)) 上 的 
存在 性 ， 且 由 h 的 定义 知 ， 解 的 存在 区 间 将 随 着 f(t,x) 的 定义 域 
的 扩大 而 缩小 , 这 似乎 与 实际 问题 相 矛 盾 . 因此 ， 自 然 要 提出 这 样 
的 问题 ， 能 否 将 定理 1.1 中 所 得 到 的 解 的 存在 区 间 延 拓 到 更 大 的 
区 间 上 去 ? 
定义 1.1 向 量 函 数 ft x) 称 为 在 开 区 域 GC Rx IR* 上 
关于 x 满足 局 部 Lipschitz 条 件 (简称 局 部 李 氏 条 件 )， 若 
对 任意 的 (to,X0) € G， 看 在 该 点 的 邻 域 Do = {(t,x) : 上 一 
to| < a0, 上 |x 一 xoll < 60} C G 和 相应 的 常数 Lo, 使 得 对 任意 的 
(t,x1), (t,xX2) E D0, 恒 有 


f(t, x1) — f(t, x2))| < Lollx1 — x2ll. 
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局 部 李 氏 条 件 要 比 前 述 李 氏 条 件 要 弱 一 些 , 但 可 以 证 调 ， 如 果 
G 为 有 界 区 域 (定理 1.1 即 是 ), 则 由 局 部 李 氏 条 件 可 推出 李 氏 条 
件 (证 明 例如 见 [Zh]). 因此 ， 解 的 存在 唯一 性 定理 1.1 的 李 氏 条 
件 也 可 减弱 为 局 部 李 氏 条 件 . 

设 x = 更:( 蚊 是 初 值 问题 (1.3) 在 lt 一 to| < hh 上 的 解 ， 令 
上 三 如 十 六 xl = 量 1(t1). 车 (1,X1) € G, 则 由 定理 1.1 知 ， 初 
值 问题 : 

~ = f(t,x), x(t1) = Xx1 

在 某 区 间 |t 一 刀 | < hi 上 存在 唯一 的 解 x = 更 2{( 轨 .由 唯一 性 知 ， 


B*(t) = Bt}, te [to—h,to+t+M 
2(t), te [to+h,tit hl 


是 初 值 问题 (1.3) 在 区 间 [to 一 h,to 十 十 hi] 上 的 唯一 解 . 同 
理 , 解 更 1(t) 可 以 向 左 延 拓 ， 如 此 继续 下 去 ,最 后 可 以 得 到 一 个 解 
x 二 钙 (1), 它 不 能 向 左 、 右 方 再 延 折 了 ， 这样 的 解 称 为 饱和 和 解 . 它 
的 最 大 存在 区 间 必 是 开 区 间 (a, 8). 否则 ， 若 右 端 是 闭 的 ,那么 8 
是 一 个 有 限 数 ， 且 (B, 生 (6)) e G. 从 而 重 (t) 仍 可 以 向 右 延 折 , 
这 与 重 (t) 的 饱和 性 矛盾 . 


定理 1.2 设 f(t,x) 在 ln 十 1) 维 空间 区 域 G 上 连续 ， 且 关于 
x 满足 局 部 李 氏 条 件 ， 则 初 值 问题 (1.3) 的 解 可 以 延 拓 到 G 的 边 
界 . 
证 明 ”用 反 证 法 ， 假 设 初 值 问题 (1.3) 的 解 x = 更 人 不 能 向 
增加 的 方向 延 拓 到 G 的 边界 ， 设 其 最 大 存在 区 间 为 (a, 6), 则 B 
必 为 有 限 数 ， 且 解 x = 重 (t) 当 to <t < 有 时 必 整 个 位 于 某 闭 区 
域 G'(C G). 由 闭 区 域 上 连续 函数 的 性 质 知 ， 存 在 正 数 以 , 使 得 
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在 区 域 G 上 ， f(t, 鲁 ()) 川 < M. 对 任意 的 与, 妇 E [to, 有 B)， 
ete) = stl = tes, m1)es = 广 ge mso)as 

/ " f(s,B(s))ds 

< | les, (las 


< MI|t1 一 t2|. 


当 扯 ), 帮 一 有 时 ， 重 () 一 吏 ( 妇 ) 一 0. 由 向 量 序列 收敛 的 Cauchy 
准则 知 ， 极 限 更 (8 - 0) 存在, 且 (6, 鲁 (8 -0)EG CCG. 由 定 
理 1.1 推出 , 方程 (1.1) 满足 初始 条 件 x(8) = 里 (8 一 0) 的 解 在 某 
区 间 (8 一 入 ,6 十 入) 上 存在 . 由 解 的 唯一 性 ， 初 值 问题 (1.3) 的 
解 x 二 里 (t) 可 延 拓 到 (oa 8 十 入) 上 ， 这 与 (Q,6B) 是 (1.3) 的 解 
的 最 大 存在 区 间 相 矛盾 ， 

证 毕 
推论 1.3 设 f(t,x) 在 JR"t1 中 连续 ， 且 关于 X 满足 局 部 李 氏 条 
件 . 车 (1.3) 的 解 工 = 再 ( 蕊 有 界 ， 则 其 存在 区 间 为 (一 00, 十 00). 
推论 1.4 考虑 右 端 不 依赖 于 的 方程 组 (下 称 自治 系统 ) 的 初 值 
问题 ， 


~ = f(x), x(to) =x0, (1.8) 


设 f(x) 在 n 维 空间 区 域 D 上 连续 ， 且 关于 x 满足 局 部 李 氏 条 
件 车 (1.8) 的 解 x = 时 (t,x?) 永远 停留 在 有 界 区 域 DC D 
内 ， 则 更 ( 纺 x0) 的 存在 区 间 为 (一 co, +oo). 

推论 1.5 设 f(x) 在 IR" 上 连续 有 界 ， 则 初 值 问题 (1.8) 的 解 的 
存在 区 间 为 (一 00, 十 00). 
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证 明 若 (1.8) 的 解 X= 吏 ( 妃 有 界 ， 则 由 推论 1.1 知 ， 更 ( 旭 的 
存在 区 同 为 (一 co, +oo). 

假设 更 ( 芒 在 [to, 8) 上 无 界 . 令 M = sup 上 f(x), 由 定理 1.1 
的 证 明知 


更 (四 =x° + f(®(s))ds, to <t<h. 


从 而 
上 各 (0) < 人 of 十 / , If(®(s))lds 
< |lx°| + M(B — to), 


要 使 秋 (区 无 界 ， 必 有 月 = +oo. 对 于 < to, 可 以 类 似 地 证 明 
更 (的 存在 区 间 为 (00,to]. 
证 毕 


32 解 对 初 值 及 参数 的 连续 性 和 可 微 性 


许多 微分 方程 来 源 于 实际 问题 ， 而 一 个 实际 问题 化 为 数学 模 
型 得 到 微分 方程 时 ， 由 于 测量 手段 、 实 验 仪器 的 精密 程度 以 及 忽略 
一 些 次 要 因素 等 的 影响 ， 所 得 到 的 微分 方程 与 它 所 刻画 的 实际 问 
题 不 可 避免 地 会 出 现 一 些 差 异 . 如 果 由 于 初 值 或 微分 方程 中 的 参 
数 的 微小 变化 , 会 引起 解 的 剧烈 变化 ， 那 么 ， 所 得 到 的 微分 方程 的 
解 就 不 足以 描述 它 所 刻 划 的 实际 问题 . 为 此 ， 需 要 研究 初 值 问题 的 
解 对 初 值 与 参数 的 依赖 性 ， 


定理 1.6 ”考虑 初 值 问题 : 


dx 


dt = ft, x, 1), x(to) 一 x (1.9) 
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se Ee ee 一 


其 中 (t,x) E 有 "TAGE IR™. 假设 f(t,x,1) 在 区 域 G : 
lt—tol<a, |x-—-x|<o, lw=-pol<se 


上 连续 ， 且 关于 X 满足 李 氏 条 件 ， 即 存在 常数 上 > 0, 使 得 对 任 
意 (t, Xx1, 1), {(t, x2, 1) € G, 恒 有 


(EG, x1, p) — £(t, x2, PN < Lx 一 xz| 


则 初 值 问题 (1.9) 的 解 x = 里 (t, 4) 在 区 间 此 一 如 <<h 上 存在 且 
唯一 ， 其 中 


， 加 
h = min(a， 7) M = max |£(é, x)||. 


进一步 地 ， 里 (tp) 在 区 域 。 上 一 to| 和 hl 一 poll 和 ce 上 是 
(bi 的 连续 本 数 
证 明 ”对 任意 固定 的 p(y 一 poll < 9, 由 定理 1.1 知 ， 初 值 问题 
(1.9) 的 解 x == 更 亿 门 在 性- 如 | < h 上 存在 唯一. 

类 似 于 定理 1.1 的 证 明知 ， 初 值 问题 (1.9) 的 % 次 逼近 解 
于 n(t,4) 是 (t, 4) 的 连续 函数 ， 且 当 n 已 oo 时 ， 重 n(t, 1) 在 区 
域 ， 此 一 t0| < 加 及 一 poll < e 上 一 致 收敛 于 重 (ts 办 . 因而 ， 
覃 (站 也 是 (内 的 连续 函数 

证 毕 

定理 1.7 设 fbx) 在 区 域 G= {(bx): -tl < olx-xol < 
b} 上 连续 ， 且 关于 x 满足 李 氏 条 件 ， 其 李 氏 常数 为 工 > 0, 则 对 
所 有 满足 | -xl| < 了 的 mh 初 值 问题 


Ff), xfto) 一 (1.10) 
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在 区 间 此 一 如 | < 二 上 存在 叭 -- 解 x = 更 化 作 , 且 更 化 作 在 区 


h b 
域 : lt 加 | < 3 7 一 xo| < 了 上 关于 (t,7) 连续 
证 明令 x 二 z 十 7, 则 初 值 问题 (1.10) 化 为 


d 
= F(t,2,n), z(to) =0, (1.11) 


其 中 F(t, 2,7) 二 f(t,2 十 7) 在 区 域 GY : 


b b 
-also lall < 3 Inxs 
6 bv、 
上 连续 ， 且 对 任意 的 ai，za (ztl < 3 llz2l| < 2) 恒 有 


EtzaD) — F(t, 22, | < fC, zi + 7) — f(t, 22 + nD) 
< Lllzi+n— (z+ 


= 了 zl 一 z2ll. 


因此 ,由 定理 1.3 知 , 作为 的 参数 方程 (1.11) 在 区 间 性 ~ 如 < 
上 存在 唯一 的 解 zx = 王 (6 人 ,是 更 他 用 是 (1) 的 连续 函数 
故 

X 一 马 十 9 一 亚 ( 忆 人 十 了 7 


是 初 值 问题 (1.10) 在 区 间 此 一 to| < 二 上 的 唯一 解 ， 且 关于 (6 
连续 证 毕 


推论 1.8 假设 flt, xn) 在 区 域 G: 


|t 一 tol < Q) lx 和 Xe < b, 人 一 Hol| < C 
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上 连续 ， 且 关于 x 满足 李 氏 条 件 ， 其 中 xE 下 ， AGE IRW, 则 对 
任意 的 9 (||n 一 ?ol| < a) 初 值 问题 


dx 


起 一 f(t,x, 4), x(to) 三 


在 区 间 一 to| < 攻 上 存在 唯一 的 解 X = 重 ( js), 其 中 凡 满 R 
定理 1.6 的 条 件 ， 且 旱 (t, 7) 是 关于 (也 1,7) 的 连续 汤 数 . 

为 了 以 后 的 应 用 ， 我 们 不 加 证 明 地 叙述 如 下 关于 解 对 初 值 及 
参数 的 可 微 性 、 解 析 性 定理 . 


定理 1.9 设 方程 组 (1.9) 中 的 总 数 f(t,Xx, 1) 关于 t+ 是 7 一 1 次 
连续 可 微 的 ， 关 于 XxX 和 是 7 次 连续 可 微 的 ， 则 初 值 问题 (1.9) 
的 解 x = 于 (t,to, x0, 14) 关于 (t,to,X0,1) 为 了 次 连续 可 微 . 
定理 1.10 若 f(t, x,1) 是 txX, 1 的 解析 隙 数 ， 则 初 值 问 题 (1.9) 
的 解 工 = 重 (t,t0,X0, 4) 是 t,t0,X0,4 的 解析 函数 ， 若 f(t,x, 1) 
对 连续 ， 关 于 Xx, 1 为 解析 ， 则 (1.9) 的 解 关于 x0,1 解析 . 


”83 下" 上 的 动力 系统 ， 连 续 流 与 离散 流 


3.1 ”了 及 ”上 动力 系统 的 基本 性 质 
a. 
如 前 面 两 节 , 考虑 右 端 不 显 含 上 的 微分 方程 组 (以 下 把 地 简 
记 为 文 ) 
文 二 f(x), (1.12) 
其 中 x € G, G 为 及” 内 的 一 个 开 区 域 或 整个 空间 JR*"， 设 在 
G 内 ， (1.12) 满足 解 的 存在 唯一 性 定理 的 条 件 ， 则 对 每 一 t0 € 
了 及 , xo € G, 满足 初 值 条 件 x(t0) = x' 的 解 x = 十 (t;to,X0) 可 以 
延 拓 为 饱和 解 ， 即 有 最 大 存在 区 间 .JJ(x0) = (a,B) (a,B 可 能 分 
、16 . 


别 为 一 co, 十 co). 对 上 E J(x0),Xxo € G, 更 有 定义 且 为 连续 ， 如 
进一步 设 f 连续 可 微 ， 则 由 $2 知 ， 里 也 是 连续 可 微 的 . 把 t 看 
做 参数 ,在 RR" 中 x = 里 (t;to,Xxo) 的 几何 图 像 为 一 条 通过 xo 点 
的 曲线 ， 在 此 曲线 上 再 画 一 箭头 代表 上 增加 的 方向 ， 它 就 称 为 一 
条 轨 线 . 从 运动 观点 来 看 ， 上 代表 时 间 ， 则 (1.12) 在 G 中 就 规 
定 了 一 个 速度 场 ， 轨 线 描述 了 具体 质点 的 运动 ， 在 每 一 点 x € G， 
质点 的 运动 速度 与 速度 场 在 该 点 的 速度 相同 ， 因 此 (1.12) 确定 了 
G 内 的 一 个 运动 系统 .通常 称 (1.12) 为 一 个 自治 系统 或 定常 系 
统 . 因为 (1.12) 的 右 端 f(x) 在 G 上 每 一 点 确定 了 一 个 n 维 向 
量 ， 故 也 常 称 (1.12) 为 G 上 的 一 个 向 量 场 . RR” 称 为 相 空 间 , 当 
. 二 2 时 称 为 相 平面 . 

对 应 地 ， 布 端 依赖 于 自 变量 上 的 微分 方程 组 


X= f(t,x), (1.13) 


称 为 非 自 治 系统 或 非 定常 系统 . 它 在 聘 ” 内 所 确定 的 速度 场 是 
随时 间 上 变化 的 ， 即 对 同一 点 xo € IR", 在 不 同时 刻 相应 的 速度 
一般 是 不 同 的 ， 因 此 ， 它 要 比 (1.12) 的 情况 复杂 得 多 ， 例 如 ， 自 
治 系统 通过 一 点 xo 的 轨 线 是 唯一 确定 的 . 而 对 非 自治 系统 ， 则 一 
般 有 无 穷 多 条 轨 线 通过 同一 点 xo, 它们 在 不 同时 刻 通过 该 点 . 且 
以 下 所 讨论 的 动力 系统 的 重要 性 质 非 自治 系统 往往 不 具备 ， 所 以 
动力 系统 定性 理论 中 一 般 均 讨论 自治 系统 ， 对 (1.13) 也 往往 引进 
新 的 时 间 7, 把 它 化 为 


dx 


=f(t 
dr (t,x), 
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使 其 成 为 (n 十 1) 维 (t,x) 空间 中 的 自治 系统 ， 这 时 (t,x) 空间 
常 称 为 广义 相 空间 . 

以 下 讨论 自治 系统 (1.12), 并 假设 f(x) 在 此 讨论 区 域内 连 
续 ， 且 满足 初 值 问题 的 解 的 唯一 性 定理 条 件 . 设 x = 量 (t;t0, x0) 
是 自治 系统 (1.12) 满足 初 值 条 件 x(to) = x? 的 解 ， 则 它 具 有 下 
列 性 质 : 


性 质 1 (对 时 间 t 的 平移 性 ) 对 任意 的 常数 7, Xx = 重 (t 二 7;to, Xo0) 
仍 是 系统 (1.12) 的 解 ， 且 x = 重 (t 一 t0;0, Xo) 也 是 满足 初始 条 
件 x(to) = x 的 解 . 

该 性 质 说 明 自 治 系统 (1.12) 在 相 空 间 IR” 中 的 轨 线 完全 由 初 
始 值 x? 确定 ， 而 与 初始 时 刻 to 无 关 . 


性 质 2 (唯一 性 ) 过 相 空间 及 ”中 的 每 一 点 Xo, 有 且 仅 有 系统 
(1.12) 的 一 条 轨 线 通过 . 

证 明 ” 设 自治 系统 (1.12) 有 两 条 轨 线 x = 更 ( 恬 码 ,x1) 和 Xx 一 
下 (#;t2,X2) 通过 点 xo, 则 存在 时 刻 五 和 T2, 使 得 


(Ti;t1,X1) = xo = VD; to, x2). 
由 性 质 1 知 ， 午 (t 十 三 一 了 3; 妇 ,X1) 和 严 (;t2,X2) 都 是 满足 初 值 


条 件 x( 2) = xo 的 解 . 由 解 的 唯一 性 ， 更 个 刀 ,xi) 和 于 (t;t2,x2) 
表示 相 空间 中 的 同一 条 轨 线 . 证 毕 


性 质 3 (对 时 间 t 的 可 加 性 ) 设 重 ( 坊 0,xo) 是 在 上 = 0 时 从 xo 出 
发 的 解 ， 它 经 过 时 刻 到 达到 点 xl; 又 在 上 = 0 时 ， 从 xl 出 发 的 
解 在 t 二 t2 达到 xa. 则 在 t= 0 时 ， 从 xo 出 发 的 解 经 过 刀 十 刀 
时 也 到 达 x2, 即 

(t+ t2;0, x0) = B(t2;0, B(t1; 0, x0)). 
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易 知 ， 对 非 自治 系统 (1.13) 来 说 ， 由 于 了 对 时 间 t 的 依赖 
性 ， 上 述 三 条 性 质 一 般 不 成 立 , 

由 性 质 1 知 ， 通 过 点 xo 的 轨 线 与 时 刻 to 无 关 ， 因 此 可 固定 
地 取 初 始 时 刻 如 = 0, 又 考虑 到 初始 位 置 xo < G 可 以 任意 ， 故 
记 作 x, 则 满足 初 值 条 件 理 (0,x) = x 的 解 为 更 (#t X), 也 常 写成 
十:(X). 方便 起 见 ， 设 (1.12) 的 一 切 解 均 在 (一 00, +oo) 上 存在 ， 
则 是 是 慑 xG 一 G 的 一 个 映射 f 连续 且 使 (1.12) 满足 解 的 
存在 唯一 性 定理 条 件 时 ， 于 为 一 连续 映射 ， 当 了 连续 可 微 时 ， 则 
于 也 是 连续 可 微 的 ， 每 一 固定 的 纪 


i: x Bt(x) 


为 G 到 它 自 身 的 一 个 变换 ， t€ RR, 它 构成 G 一 G 的 一 个 单 参 
数 变 换 族 ， 具 有 

I ( 恒 同 性 ) ”更 o(x) 三 xx; 

II (可 加 性 ) Bt.+to(X) = Pt (®t (xX)) = ®t, (®t (x)). 

性 质 工 说 明 如 = 0 对 应 于 便 同 变换 , 即 变换 族 存 在 单位 元 里 o; 
由 性 质 工 和 II 可 推出 变换 更 t， 存在 逆 变 换 量 -t. 取 t2 = 一 要， 
可 得 更 _5 = 更 5 如 上 定义 的 变换 族 { 理 ;| te 民 } 构成 了 一 个 
从 G 到 G 的 单 参数 连续 变换 群 . 
3.2 连续 流 与 离散 流 

通常 把 微分 方程 组 (1.12) 称 为 G 上 的 一 个 动力 系统 , 同样 
也 就 把 由 它 导 出 的 G 上 的 单 参 数 变 换 群 称 为 动力 系统 ， 这 时 着 固 
定 x, 让 t 变化 ， 则 至 ; 代表 一 条 过 x 的 轨 线 .不 同 的 x 有 不 同 
的 轨 线 通过 ， 所 有 这 些 轨 线 的 全 体 构成 G 上 的 一 个 流 (flow), 为 
区 别 于 下 面 还 要 谈 到 的 离散 的 情况 ， 称 它 为 连续 流 . 
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上 述 动力 系统 与 连续 流 的 概念 是 由 微分 方程 组 (1.12) 所 引入 
的 . 实际 上 ,完全 脱离 微分 方程 也 可 以 引入 抽象 动力 系统 的 概念 . 
对 n 维 区 域 G C IR”, 若 连 续 (或 可 微 ) 映射 更 : 了 肥 x G 一 C， 
满足 上 述 性 质 工 和 ILH 亦 即 更 o 是 G 上 的 恒 则 映射 ， 对 映射 的 
复合 满足 加 法 性 质 的 交换 律 。 再, 再。 = 更 so ®: = 更 :ts ("0” 
表示 映射 的 复合 ), 则 称 更 ; 为 G 上 的 一 个 拓扑 (或 可 微 ) 动力 
系统 . 由 它 完全 确定 了 G 上 随时 间 t 演变 的 一 个 运动 ， 即 对 任 一 
x € G, 更 !(x), t € 下 代表 一 条 过 x 的 轨 线 ， 所 有 这 些 轨 线 的 全 
体 即 描述 了 G 上 的 一 个 运动 过 程 ， 它 形成 一 个 连续 流 ， 形 象 地 可 
想象 为 区 域 G 随 着 流连 续 移动 而 形成 的 实心 流 管 ， 见 图 1.1. 


固定 一 正 数 t (不 妨 取 为 1), 考虑 映射 更 : 的 正 向 和 仙 向 的 迭 
"""*, B21, 下 Po, 再:， Bt, ""? 

其 中 更 _w = (于 ,)-? = 更; o 更 Lo …o 理 .这 实际 上 是 把 

上 述 连 续 流 离散 化 ， 对 每 一 Xx E G, 视点 集 { 鲁 nt(X)}n=0,+1,+2,… 

为 过 x 的 轨 线 ， 如 图 1.1 中 由 实心 管内 部 的 一 条 虚线 上 的 可 列 多 

个 点 组 成 , 叫做 一 条 离散 轨 线 ,所 有 这 种 离散 轨 线 的 全 体 组 成 一 个 

离散 流 . 如 图 1.1 中 时 间 nt 处 的 一 系列 截面 . 而且 把 这 种 作法 引 
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伸 ， 完 全 可 以 离开 上 述 连续 流 重 :, 只 要 给 出 了 G 上 的 一 个 同 胚 映 
射 g (或 C" 微分 同 胚 g 一 一 即 g 及 其 逆 g”! 均 为 C" 可 微 映 
射 ，Y 之 1), 即 可 引导 出 G 上 的 一 个 离散 流 ， 它 是 所 有 离散 轨 线 
的 全 体 ， 过 任 一 x € G 的 离散 轨 线 为 


{g”(x)}:...,g "(x), ,8 (Xx),X, g(X), ,Bg"(X), 


离散 流 也 叫做 离散 动力 系统 . 它 是 由 g 所 引导 出 的 ， 当 g 为 同 胚 
(或 C" 微分 同 胚 ) 时 ， 就 称 为 离散 的 拓扑 (或 C" 可 微 ) 动力 系统 . 


例 1.1 对 (z,y) EIR?, 定义 g(z,) = (7/2,Yy/2). 则 g 就 构成 
了 R” 上 的 一 个 离散 的 Cee 动力 系统 ( 因 g 的 分 量 2/2, y/2 均 为 无 
穷 次 可 微 的 ). 易 知 它 过 点 Po € IR? 的 轨 线 分 布 在 射线 OPo 上 ， 
如 图 1.2 中 的 点 列 {有 jiez 组 成 ， 其 中 2 为 整数 集 . 


图 1.2 


在 许多 应 用 问题 中 ， 都 会 出 现 以 离散 动力 系统 为 其 数学 模型 
的 情况 ， 例 如 著名 的 Logistic 虫口 模型 为 由 一 元 函数 


g(z) = Mz(1 — 7) 


所 确定 的 一 维 离散 系统 ， 其 中 入 为 实 参数 ， z 在 [0, 1] 内 变化 ， 
代表 “虫口 ”的 数量 变化 ， 又 如 2 维 Hénon 映射 


g(Z， y) 一 (4 十 By 一 22， 2)， 


它 是 由 Hénon 在 研究 天 体力 学 运动 中 所 简化 出 来 的 模型 ,尽管 它 
本 身 或 其 分 量 只 是 二 次 函数 ， 但 如 上 加 以 无 限 次 正 负 向 迭代 而 形 
成 运动 之 后 , 将 会 出 现 很 复杂 的 动力 学 性 态 , 我 们 将 在 第 六 章 中 介 
绍 . 

动力 系统 的 研究 ， 其 主要 目标 之 一 就 是 在 给 了 非 线性 的 向 量 
函数 f (在 连续 流 的 情况 ) 和 g (离散 流 的 情况 ) 之 后 ， 具 体 分 析 由 
它们 所 确定 的 连续 或 离散 动力 系统 的 轨 线 的 大 范围 的 性 态 . 


$54” 奇 点 与 闭 轨 线 ， 导 算 子 ， 常 点 流 的 直 化 定理 


4.1 奇 点 与 闭 轨 ， 不 动 点 与 周期 点 


为 了 研究 动力 系统 的 轨 线 的 大 范围 性 态 ， 从 H.Poincaré 开 
始 就 注意 到 对 一 些 具有 特殊 性 质 的 轨 线 的 研究 ， 如 点 轨 线 和 闭 轨 
线 ， 以 下 首先 来 引进 与 之 相关 的 一 些 概念 . 


定义 1.2 ”对 G 中 定义 的 系统 (1.12)， 如 存在 点 Xx E G, 使 
f(x) = 0 (或 f(x) 关 0), 则 称 X 为 系统 (1.12) 的 奇 点 (或 常 点 ); 
对 定义 于 G 上 的 离散 动力 系统 g, 如 存在 点 x E G, 使 g(X) 一 
Xx, (或 g(X) 关 x), 则 称 X 为 g 的 不 动 点 (或 常 点 ). 


由 定义 易 见 ， 若 x 为 〈1.12) 的 奇 点 ， 则 (1.12) 以 x 为 初 值 
的 解 更 :(x) 三 X, 它 对 一 切 t € 肛 成 立 ， 因此 过 x 的 轨 线 永远 停 
留 在 该 点 x, 即 轨 线 就 是 一 个 点 ， 它 也 可 称 做 点 雪线 , 同样 ， 若 x 


为 离散 系统 g 的 不 动 点 ， 则 对 一 切 整数 n, 恒 有 g"(x) = x, 因此 
过 x 的 离散 轨 线 也 永远 保持 在 同一 点 ， 即 不 动 点 x 也 对 应 于 离散 
系统 的 点 轨 线 . 这 种 以 一 点 为 整 条 运动 轨 线 的 状态 , 在 应 用 学 科 中 
称 为 平衡 点 (equilibrium ). 

从 定义 可 知 ， 只 要 解 相 应 的 方程 组 f(x) = 0 或 g(x) = x 即 
可 得 出 奇 点 或 不 动 点 ， 作 为 具体 的 一 条 点 轨 线 也 就 没有 什么 可 以 
讨论 的 了 . 但 相对 于 常 点 来 说 , 其 重要 性 在 于 在 这 些 点 邻近 轨 线 的 
性 态 与 下 面 要 说 的 常 点 邻近 的 情况 大 不 相同 ， 本 章 4.3 节 给 出 的 
直 化 定理 统一 地 描述 了 任何 常 点 邻近 的 轨 线 性 态 ， 而 奇 点 邻近 则 
可 出 现 各 种 绝 然 不 同 的 复杂 的 轨 线 性 态 ， 我 们 将 在 第 二 章 系统 地 
加 以 分 析 研究 . 


定义 1.3 ”对 系统 (1.12), 如 果 过 x 的 解 更 (txX) 为 + 的 周期 加 
数 , 即 有 全 > 0 使 对 一 切 六 于 (t 十 T,Xx) = 于 (t,xX), 则 称 盏 (t,x) 
为 (1.12) 的 周期 解 . 

对 离散 系统 如果 在 点 X € G, 存在 自然 数 入 > 1, 使 
g(xX) 二 x, 且 对 一 切 1 当 1 kk<N,， gk(X) 关 X, 则 称 XX 为 
g 的 入 -周期 点 . 

显然 ,， 周期 解 所 对 应 的 软 线 为 一 条 闭 曲 线 , 称 它 为 闭 轨 线 , 或 
简称 为 闭 轨 ， 对 离散 系统 的 N- 周期 点 x, 过 x 的 离散 罗 线 白 含 
NN 个 点 {x,g(X),…,g -1(X)}, 且 从 g(xX),… ,g(x) 中 任 
一 点 出 发 的 轨 线 都 是 由 这 NN 个 点 组 成 ， 称 它 为 g 的 周期 轨 线 , 或 
闭 轨 . 

第 三 章 开始 将 重点 讨论 由 (1.12) 确定 的 连续 流 的 闭 轨 线 的 性 
质 及 一 些 相关 的 问题 , 第 六 章 则 较 多 地 涉及 到 离散 系统 的 不 动 点 ， 
周期 点 及 相关 的 一 些 复杂 性 态 . 
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4.2 导 算 子 


如 同 数学 分 析 中 研究 函数 在 一 点 邻近 的 性 态 是 利用 此 函数 在 
该 点 的 导数 所 确定 的 线性 函数 来 近似 地 代替 此 函数 本 身 的 基本 思 
路 一 样 ， 对 于 非 线 性 动力 系统 的 研究 , 取 线性 化 也 是 一 个 基本 的 手 
段 ， 这 就 要 用 到 导 算 子 的 概念 . 

如 对 系统 (1.12), 设 在 它 的 奇 点 x = xo 邻近 f 为 连续 可 微 
的 ， 则 可 把 (1.12) 右 端的 向 量 函 数 在 x? 邻近 展开 ， (1.12) 可 写 
成 


of 


> 二 一 一 0 eo». 
2 Or1 ol! D1) 十 
9 
+ 3 leno) +ollx -2 
。 _oOfn 0 
™n Ori oT! 71) + 
0 
+ ,en oa) + ol — xo) 


(1.14) 


在 x 的 小 邻 域 内 ， |x 一 x 充分 小 ， 把 (1.14) 中 非 线性 项 略 
去 ， 可 得 到 线性 系统 


: _ 0 0 0 _ 0 
Tl 二 Br1 ol Xi ) 十 十 Ox, ol Tn) 
(1.15) 
-oj 0 ofn _ 0 
Zn 一 Bzri (ea 一 Xi) 十 …… 二 Orn ol Tn), 


或 简化 为 向 量 形 式 
Xx= Df(xo)(x — x°), (1.16) 


而 希望 在 适当 条 件 下 ， 用 (1.16) 在 x” 邻 近 轨 线 的 性 态 来 描述 
(1.12) 本 身 在 x? 邻近 的 轨 线 的 性 态 ， 其 中 方 阵 


2 .6 
Drzl Orzn 
Df(x") = : (1.17) 
op 3fn 
5 


即 称 为 f 在 x? 点 的 导 算 子 . 

从 第 二 章 以 后 将 会 看 到 系统 (1.16) 对 奇 点 邻近 的 性 态 研究 的 
重要 性 ， 作 为 导 算 子 的 一 个 应 用 ， 先 来 考虑 离散 系统 g 的 不 动 点 
的 稳定 性 . 


定义 1.4 离散 动力 系统 g 的 不 动 点 x0 称 为 渐 近 稳定 的 , 如 果 
对 x0 的 每 个 邻 域 U(C W), 存在 x? 的 领域 V, 使 得 g(V) CU, 
且 对 一 切 的 XxX EV 有 


: n v0 
09 一 到 


g 的 不 动 点 x0 称 为 不 稳定 的 , 如 果 存 在 x0 的 邻 域 U, 使 得 对 任 
意 包 含 x0 的 邻 域 也 总 存在 x* E V, 和 正 整数 N, 使 得 当 m > N 
时 ， 有 g"(x*) 习 局. 
定理 1.11 设 x0 是 离散 动力 系统 g : IR" 一 IR" 的 不 动 点 ， 著 
Dg(x0) 的 特征 值 的 模 都 小 于 1, 则 x0 是 渐 近 稳定 的 . 
证 明 ”由 定理 假设 和 线性 代数 的 知识 推出 ， 存 在 适当 的 范 数 和 正 
数 / < 1, 使 得 对 任意 的 x & 忆 , 恒 有 

IDg(x°)x)| < wllxl. 
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又 从 离散 动力 系统 和 导 算 子 的 定义 知 ， 存 在 x? 的 邻 域 U0*, 使 得 
对 任意 的 x E U*, 有 
g(x) = g(x°) + Dg(x°) (x 一 xo) + olx — xol)， 
从 而 ， 存 在 so > 0, 使 得 4 十 eo < 1, 且 
lg(o ~ g(x < IIDgGeo)Ge ~ x) + o(llx — xol) 
< (p+ eo)llx — xol 
对 x0 的 任 一 邻 域 0, 取 包 含 x? 的 邻 域 VY CU NU*, 则 对 
任意 的 x€ VV, 由 于 
jgGo — g(xo < (+ eollx 一 xoll < lx 一 xol， 
从 而 g(x) EV, 即 g(V)CVCU. 又 由 于 
lg"Go 一 xs (p+ ea)" — x 


所 以 lim g"(x) = x . 这 就 证 明了 不 动 点 x 是 渐 近 稳定 的 
证 毕 


4.3 ”党 点 流 的 直 化 定理 


在 下 一 章 系 统 研究 奇 点 邻 域 轨 线 的 拓扑 结构 之 前 ， 本 节 先 给 
出 系统 (1.12) 的 流 在 任何 常 点 邻 域 的 拓扑 结构 的 共同 特征 ， 即 证 
明 如 下 的 直 化 定理 . 
定理 1.12 设 有 定义 在 开 集 G CIR"” 上 的 Cr 动力 系统 (1.12)， 
x0 € G 是 它 的 一 个 常 点 ， 则 存在 x0 的 邻 域 U(x ) 及 其 上 的 C7 
微分 同 胚 a, 它 将 U(X0) 内 的 流 对 应 为 了 ”内 原点 邻 域 的 一 族 平 
行 直线 段 . 
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证 明 ”由 于 x? 是 常 点 ，f(x0) 是 及 ”中 的 非 零 向 量 , 通过 非 奇 异 
线性 变换 B (坐标 轴 的 平移 、 旋 转 和 伸缩 ), 可 将 x0 对 应 为 新 坐标 
系 的 原点 ， 且 f(x?) 化 为 列 向 量 (1,0,…,0)T ( 简 记 为 (1, D)T)， 
其 中 代 表示 向 量 的 转 置 ， 0 代表 (n - 1) 维 零 向 量 ,而 (1.12) 
可 化 为 

文 = fa(x), fa(0,0) = (1,0)7 (1.18) 


与 此 同时 ， x? 的 邻 域 V, 在 68 的 作用 下 化 为 
B(V) CRxIR"'!'， f(x0) = 原点 O， 


参见 图 1.2. 由 定理 1.7 和 1.9 知 ， 存 在 0 = (0, 0) 的 邻 域 0 x 
Vn-LC B(V) 和 包含 0 的 区 间 .J 使 得 (1.18) 从 石 x Un-1 中 
任 一 点 出 发 的 解 理 介 ) 在 了 上 存在 ， 且 关于 其 变量 是 Cr 连续 可 
微 的 . 

进一步 地 , 


®: JxlxU"! ABV), 


即 对 任意 的 (s, 9) e 10 x U"-1, 其 中 9 二 (gq1,q2,…,qn-1)) 系 
统 (1.18) 过 (s, 4) 点 有 和 解 曲线 


B(t,s,9): J BV) 


满足 
更 (0,s, 9) = (s, 9).. 


令 于 (t,9) = 更 (b0,9), 则 得 到 映射 


亚 : JxU"™ 一 (7). 
.27 . 


考察 导 算 子 D 更 (0, 0), 因 


OT 


ay| +. 
Ht 


(0,0) dt lo0,0) 
= fs(®(0,0,0)) = fs(0, 0) = (1, 0)™. 


又 由 于 更 (0, 9,0) = (0, 49), 故 有 


一 工 
0 
(0,0,0) El 


其 中 Bn-1 表示 (n 一 1) 阶 单位 方 阵 ， 于 是 导 算 子 


9 
Og 


_ 
(0,0) 04q 


Dy(0,0) = E. 


由 反 函 数 定理 知 ， 在 (0, 0) 邻 域 ， 更 为 局 部 微分 同 胚 ， 取 xo 的 
邻 域 
U(x0) = 6-1 更 (J x TU 1). 


由 于 6, 更 均 为 微分 同 胚 ， 因 而 a = 更 0 也 是 微分 同 胚 ， 且 它 


将 RR” 中 (1.12) 的 常 点 xo 的 邻 域 U(x0) 内 的 流 映 为 IR” 中 开 
集 J x U"-! 内 的 一 族 平行 于 t 轴 的 直线 段 ( 见 图 1.3). 

证 毕 
注 1.3 ”对 于 离散 系统 g 的 常 点 ， 有 类 似 结论 ， 只 需 改 为 ， 在 党 
点 邻近 的 离散 轨 线 在 微分 同 胚 a 之 下 ， 都 相应 分 布 在 一 族 平行 直 
线段 上 . 


第 二 章 ”平面 系 统 的 奇 点 


考虑 平面 自治 系统 


全 一己 cy 
y 一 Q(z,Y), 


(2.1) 


其 中 P(z,y), Q(z,2y) 在 区 域 G C IR? 内 连续 且 使 (2.1) 满足 初 
值 问题 的 解 的 存在 唯一 性 定理 的 条 件 . 

由 第 一 章 84 已 知 ， 任 一 常 点 邻近 的 流 可 化 为 一 族 平行 直线 
段 , 而 奇 点 邻近 的 轨 线 性 态 各 异 . 故 这 一 章 讨论 奇 点 附近 轨 线 的 性 
态 . 对 于 系统 (2.1) 的 任何 奇 点 (zo, yo) 在 变换 未 三 Z 一 0,5 二 
y 一 yp 下 ， 总 可 以 化 为 某 一 新 的 系统 的 奇 点 O(0,0). 因此 不 妨 设 
P(0,0) = Q(0,0) = 0, 以 下 讨论 (2.1) 在 奇 点 O(0,0) 邻近 的 性 
态 . 进一步 假设 P(z,y),@(z,y) 在 原点 O 邻 域内 对 z,y 有 足够 
高 阶 的 连续 偏 导数 ， 从 而 系统 (2.1) 可 写成 


(2.2) 
4 一 Qn(z, y) 十 V(x,y). 


其 中 Pn Qn 分 别 是 x 和 2 的 m,n 次 齐 次 多 项 式 ，m,n > 1， 
且 理 = olpm), 更 = olpn), 当 pp=Vz2+22 一 0 时. 
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当 m =n=1,=V=0 时 ,i 记 P(v,y) = az+ 
by, Qi(z, 切 一 CX 十 dy, (2.1) 对 应 为 线性 系统 
t= ar+by, 
(2.3) 
y= cr+dy. 
这 时 称奇 点 O(0,0) 为 线性 奇 点 ， 当 重 , 亚 不 同时 为 零 时 ， O 〇 称 
为 非 线性 奇 点 . 不 管 对 线性 还 是 非 线 性 奇 点 当 ad ~ bc 关 0 时 ， 
O 称 为 初等 奇 点 ; 当 ad 二 bc = 0 时 ， OO 称 为 高 阶 冯 点 . 


$1 ”线性 奇 点 ， 双 曲 奇 点 ， 奇 点 的 稳定 性 


本 节 主 要 讨论 二 维 双 曲 奇 点 《 见 下 面 定 义 2.1) 邻近 的 轨 线 性 
态 , 方法 是 归结 于 相应 的 线性 系统 的 奇 点 的 分 析 . 这 一 处 理 方法 及 
主要 结论 也 适用 于 n > 2 的 高 维系 统 移 双 则 奇 点 ， 将 在 有 关 处 加 
以 说 明 . 
1.1 ”线性 奇 点 

给 定 二 维 线性 系统 ， 用 矩阵 向 量 记 号 可 表 为 


b 
= Arz, I= 加 ，4= (: ) (2.3") 
T2 cd . . 


其 中 ob c,d 是 实 常数 ， 它 的 特征 方程 是 


QQ 一 入 D 


2 = c dd 一 入 


= 入 一 (e+dA+ead 一 bc=10， (2.4) 


当 ad 一 bc 关 0 时 ，O 是 (2.3/) 的 唯一 奇 点 ， 根据 (2.4) 的 特征 
根 的 不 同情 况 ， 4 可 以 通过 非 奇 异 的 线性 变换 化 为 下 列 Jordan 
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标准 型 之 一 . 
站- (: "| ( | 
0 1 1 入 
其 中 汶 A o 有 是 实数 ， 于 是 (2.3') 化 为 


y= By, y= 加 (2.5) 
y2 | 


下 面 区 分 不 同情 况 讨论 之 . 
入 0 
I .B= ,系统 (2.5) 的 解 为 
0p 


Y1 = hie*, yo = koe!t. 


1) 当 入 ,4 是 异 号 实 根 时 ， 除 了 沿 坐 标 轴 的 轨 线 外 ， 其 余 的 轨 
线 均 为 广义 双 曲 线 ， 以 坐标 轴 为 渐 近 线 ， 且 有 


lim (ln| + ll) = +o0 


即 轨 线 将 远离 奇 点 O(0, 0), 称 这 种 奇 点 为 鞍点 (saddle). 当 入 < 
0 < 时， 图 2.1(a) 给 出 了 轨 线 图 ， 其 中 箭头 表示 t 增加 时 的 走 
向 ， 当 入 > 0 > jp 时 ， 轨 线 图 可 以 由 图 2.1(a) 将 箭头 反 向 而 得 
出 . 

2) 当 入 ,p 是 同 号 实 根 且 入 关 4 时 , 车 入 <0 (或 入 > 0)， 
则 系统 (2.5) 的 所 有 轨 线 当 t+ 地 十 oo(t 一 一 00) 时 都 趋 于 原点 ， 
且 当 jj < 入 < 0, (p> 入 > 0 时， 在 原点 与 2 轴 相 切 ， 当 
和 <A<0(A>A>D0) 时 ， 在 原点 与 y 轴 相 切 ， 这 时 统称 奇 点 
O 为 结 点 (node), 当 入 < 0 (入 > 0) 时 为 稳定 (不 稳定 ) 的 . 图 
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2.1(b) 和 (c) 分 别 给 出 了 当 A< 入 < 0 和 入 > 人 > 0 时 的 轨 线 
图 其余 情 形 可 得 到 类 似 的 图 . 

3) 当 入 = 时， 对 应 于 (2.3”) 有 二 重 实 特征 根 ， 且 总 关 0 或 
c #0 ( 即 特征 根 的 初等 因子 为 单 重 的 ). 此 时 由 (2.5) 得 


一 二 一 ， 克 y= 二 ky1 或 斤 =0. 


所 有 的 轨 线 都 是 通过 原点 的 直线 , 称奇 点 O 为 临界 结 点 (critical 
node), 当 入 < 0 (和 > 0) 时 为 稳定 (不 稳定 ) 的 . 图 2.1(d) 给 出 
了 入 < 0 时 的 轨 线 图 . 


入 0 
H.B= ) 系统 (2.5) 的 解 为 由 = kie*X，ya = 
(hit 十 2)eX. 此 时 ， 妇 轴 上 不 含 轨 线 ， 正 、 负 半 yz 轴 分 别 为 轨 
线 ， 其 余 的 轨 线 均 与 yz 轴 相 切 进 入 或 离开 奇 点 O, 称奇 点 CO 为 
退化 结 点 (degenerate node), 当 入 < 0( 和 > 0) 时 为 稳定 (不 稳 


定 ) 的 . 图 2.1(e) 和 (f) 分 别 给 出 了 入 < 0 和 入 > 0 时 的 轨 线 
图 . 
ac 一 有 _ 
III. B= ( ) 通过 极 坐 标 变换 x = rcos0, y = 
[64 
rsin0, 系统 (2.5) 化 为 
dr _ 3_g (2.6) 


其 解 
Y 一 kie™, 0 = 0t+ kk. 


1) 当 a 冯 0 时 ， 系 统 (2.6) 的 轨 线 是 一 族 对 数 螺旋 线 ， 称 奇 


21(g) 给 出 了 当 a <0 0 和 有 > 0 时 ， 系统 (2.6) 在 奇 点 附近 的 轴 


线 分 布 图 ， 其 中 任 一 轨 线 均 依 逆 时 针 方向 盘旋 逼近 于 O. 其 它 情 
形 可 类 似 地 讨论 . 

2) 当 a 二 0 时 ,， "二 和 肥 ， 0 = Htko, 系统 (2.6) 具有 一 族 闭 
轨 线 (以 O 为 心 的 圆 ， 周 期 为 万 ), 奇 点 O 称 为 中 心 (center). 
当 6 > 0 时 ， 其 轨 线 如 图 2.1(h). 

至 于 一 般 的 线性 系统 (2.3), 奇 点 O(0,0) 附近 轨 线 的 分 布 完 
全 由 其 特征 值 确定 ， 即 属于 上 述 情形 之 一 ， 图 2.1 是 经 适当 的 仿 
射 变换 之 后 所 得 到 ， 故 在 原 (zi, x2) 平面 上 ， 级, yo 轴 将 是 适当 
倾斜 的 ， 且 两 者 未 必 正 交 . 具体 地 , 令 T=a+d, DD=ad-&， 
特征 方程 (2.4) 可 写成 


X 一 TAX 十 万 = 0， (2.7) 
综 上 所 述 ， 可 得 到 如 下 结论 : 


定理 2.1 1) 当 D < 0, 方程 (2.7) 有 两 个 异 号 实 根 ， 则 线性 系统 
(2.3) 的 奇 点 O(0,0) 是 鞍点 ; 

2) 当 DD > 0, 则 有 以 下 三 种 不 同情 形 ; 

i) TT? 一 4D > 0, 则 (2.7) 有 两 个 同 号 实 根 ， 奇 点 O 是 结 点 
当 全 < 0 (> 0), 结 点 是 稳定 (不 稳定 ) 的 ; 

这 T2 一 4D = 0, 则 (2.7) 有 二 重 实 根 . 若 5 关 0 或 c 冯 0， 
奇 点 O 是 退化 结 点 ， 若 b= 二 c= 二 0, 奇 点 O 是 临界 结 点 ， 其 稳定 
性 由 了 的 符号 决定 

过) T? 一 4D < 0, 则 (2.7) 有 一 对 共 纯 复 根 ; 

1"、 如 全 天 0 则 奇 点 O 是 焦点 当 了 <0(>0) 时 ，O 〇 为 
稳定 {不 稳定 ) 的 ; 

2"， 如 全 = 0, 则 奇 点 O 是 中 心 ， 
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(a) 和 < 0< 忆 鞭 点 (b) 稳定 结 点 


(d) 稳定 临界 结 点 (e) 稳定 退化 结 点 


(f) 不 稳定 退化 结 点 (g) 稳定 焦点 (h) 中 心 
图 2.1 


以 上 讨论 了 ad 一 bc 关 0 的 情形 ， 当 ad -- be = 0 时 ， 线 性 
系统 (2.3) 的 系数 成 比例 ， 由 二 知 ， 系 统 的 轨 线 分 布 在 一 
族 平行 直线 上 ， 又 因 直 线 az + Wy = 0 上 的 点 都 是 奇 点 ， 故 称 该 
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re aror 一 一 一 


直线 为 奇 线 . 此 时 ， 系 统 右 端 添加 非 线性 项 后 ， 奇 点 性 态 较为 复 
杂 ， 将 在 $3 讨论 . 


1.2 非 线性 奇 点 


定义 2.1 设 S(zo,yo) 是 (2.1) 的 奇 点 ， 著 看 在 9 的 邻 域 ， 使 
得 在 该 邻 域 中 无 系统 (2.1) 的 其 它 奇 点 ， 则 称奇 点 9 为 孤立 的 . 
以 下 研究 孤立 奇 点 ， 把 它 移 到 坐标 原点 ， 即 考虑 非 线性 系统 


之 一 az 十 四 十 下 (c, 细 ， 
(2.8) 
y= er+dyt (zr,y), 
其 中 a, 65, c,d 是 实 常数 , 并 设 8(0,0) = 更 (0,0) = 0, 有 B(x,Y)、 
下 (z,y) 在 原点 的 小 邻 域 内 为 连续 可 微 的 , 故 当 p = Vz2 十 凡 5 一 
0 时 ， 
B(z,Yy) = op), V(r,y) = o(p). (2.9) 


定义 2.2 设 (2.8) 所 相应 的 线性 系统 (2.3) 不 具有 和 零 实 部 特征 根 
( 即 a 十 dg 天 0 ad 一 bc 关 0), 则 称 O 〇 为 系统 (2.8) 或 (2.3) 的 双 
曲 奇 点 , 否则 称 为 非 双 曲 奇 点 . 

后 面 第 四 章 中 将 会 看 到 ， 奇 点 的 双 曲 性 是 系统 为 结构 稳定 的 
基本 特征 之 一 ， 即 使 对 维 数 高 于 2 的 系统 亦 是 如 此 .下 一 定理 说 
明 , 双 曲 奇 点 邻近 (2.8) 的 轨 线 结构 基本 上 可 以 由 它 相 应 的 线性 系 
统 (2.3) 来 刻画 . 


定理 2.2 设 O 为 (2.8) 的 双 曲 再 点 ， 且 (2.9) 成 立 ， 则 有 如 下 结 
论 : 

(1) 车 O 是 (2.3) 的 鞍点 、 结 点 或 焦点 ， 则 它 也 分 别 对 应 为 
系统 (2.8) 的 鞍点 、 结 点 或 焦点 ， 且 在 结 点 和 焦点 的 情况 ， 奇 点 O 
的 稳定 性 和 线性 系统 (2.3) 对 应 相同 . 
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(2) 当 p 一 0 时 ， 进 一 步 设 ， 存 在 e > 0, 使 得 
Bz,y) = oplt), V(r,y) = o(pl+9， (2.10) 


则 当 O 是 (2.3) 的 退化 或 临界 结 点 时 ， 它 也 相应 为 (2.8) 的 退化 
或 临界 结 点 ， 且 稳定 性 与 线性 系统 时 相同 . 

其 证 明 甚 为 繁琐 ， 限 于 篇 幅 ， 这 里 从 略 . 有 兴趣 的 读者 可 参见 
[ZDHD] 第 二 章 $4. 


注 2.1 在 此 定理 条 件 不 满足 的 情况 下 ，(2.3) 加 上 非 线性 项 后 ， 
奇 点 O 邻近 的 轨 线 结构 就 可 能 发 生变 化 . 

平面 奇 点 的 双 曲 性 概念 以 及 双 曲 奇 点 邻近 的 轨 线 结构 特征 的 
结论 完全 可 以 推广 到 维 数 ”> 2 的 高 维系 统 (1.12): 


i=), rzER” 


设 原点 x = 0 为 此 系统 的 奇 点 ， 且 了 在 O 邻近 连续 可 微 ， 则 可 
写 出 在 O 邻近 (1.12) 对 应 的 线性 化 系统 


t= Az, 
其 中 4= Df(0) 为 了 在 z=0 点 的 导 算 子 ，4 为 一 n 阶 方 阵 . 


定义 2.3 车 4 的 n 个 特征 根 均 趟 具 震 实 部 ( 包括 不 以 零 为 特征 
根 的 情形 ), 则 O 为 (1.12) 的 双 曲 琳 点 , 否则 称 O 为 非 双 曲 奇 
点 . 当 O 为 双 曲 奇 点 时 ， 设 4 有 s 个 实 部 为 负 的 特征 根 ， 忆 个 
实 部 为 正 的 特征 根 ，s 十 和 二 n. 当 s 二 0,u= 二 nn 时 ， 称 O 为 
源 (source), 当 = 0,s=n 时 ， 称 O 为 济 (sink). 


焦点 或 结 点 ， 否 则 ， 3 = 4 = 1, 这 种 双 曲 奇 点 即 为 鞍点 ， 分 别 如 
图 2.1 (a), (b), (c) 和 (g) 所 示 . 
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在 n > 2 的 高 维 情况 ， 则 有 如 下 的 Hartman-Grobman 定理 
(证 明 略 ， 可 参见 [Har], [LT]), 它 是 定理 2.2 在 高 维 情况 的 推广 . 


定理 2.3 设 O 为 (1.12) 的 双 曲 奇 点 ， 则 存在 O 的 邻 域 避 及 
其 上 的 同 胚 映射 a, 它 把 (1.12) 在 0U 内 的 轨 线 图 对 应 为 线性 系统 
2 一 4z 的 轨 线 图 . 

至 于 线性 系统 的 奇 点 O 邻近 的 轨 线 结构 图 和 上 述 n= 2 时 
的 图 形 基本 上 是 一 样 的 . 只 不 过 把 IR? 理解 为 R”. 例如 图 2.1(a) 
的 鞍点 结构 ， 在 高 维 时 ， 则 把 轴 想 象 为 s 维 子 空间 人 R*, yz 轴 
想象 为 u 维 子 空间 IR” 即 可 . 


1.3 ” 育 点 的 稳定 性 


比 上 述 定性 性 态 的 分 析 粗 略 一 些 ， 下 面 讨 论 (2.8) 的 奇 点 O 
的 稳定 性 . 


定义 2.4 设 O(0,0) 是 系统 (2.8) 的 奇 点 ， 如 对 其 任 一 领域 U， 
存在 O 的 邻 域 了 CU, 使 (2.8) 从 VV 中 任 一 点 出 发 的 解 z 一 
Z(H), y= Yt) 当 t > 0 时 ， 总 有 (zy(D) EU, 则 称 O 是 
(2.8) 的 稳定 奇 点 .否则 称 为 不 稳定 奇 点 ( 即 存 在 O 的 邻 域 0， 
使 得 对 O 的 任意 邻 域 VC 可 ,总 存在 (zo,y0) EV 及 正 数 了 , 使 
从 (zo; go) 出 发 的 轨 线 在 时 刻 卫 跑 出 吕 ). 在 奇 点 O 为 稳定 的 情 
况 ， 如 进一步 有 : 从 VV 中 任 一 点 出 发 的 雪线 (ZX( 由 ,y( 四 ), 均 满足 


:bm (z(t), y(t)) 一 (9, 0) 


则 称奇 点 O 是 渐 近 稳定 的 . 

由 此 可 见 ， 前 述 线性 系统 的 焦点 、 结 点 的 稳定 或 不 稳定 ， 即 为 
这 里 的 定义 中 所 要 求 的 , 且 稳 定 的 焦点 或 结 点 均 为 渐 近 稳 定 的 , 鞍 
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点 则 为 不 稳定 的 , 中心 点 则 是 稳定 而 非 渐 近 稳定 的 . 故 双 赐 线性 奇 
点 要 么 为 渐 近 稳定 ， 要 人 么 为 不 稳定 的 . 

现 给 出 判定 非 线性 系统 (2.8) 的 奇 点 O 的 稳定 性 的 一 个 基本 
结论 . 


定理 2.4 车 系统 (2.8) 以 O 为 双 曲 奇 点 ， 则 它 的 淋 近 稳 定 或 不 
稳定 性 由 相应 的 线性 系统 (2.3) 确定 ， 
证 明 “为 便于 论证 ， 设 在 O 的 小 邻 域内 ， ,更 二 次 连续 可 微 . 
下 面 依 线性 系统 (2.3) 的 特征 根 的 不 同情 况 分 别 加 以 讨论 . 

1) 设 (2.3) 有 相 异 的 实 特征 根 入 , 1, 则 经 适当 的 非 奇异 线性 
变换 ， 系 统 (2.8) 可 化 为 


一 入 ) 
= A fi(u,v) (1) 


v= + folu, vy). 


其 中 万, 户 是 关于 4, 的 二 次 以 上 的 项 (包括 二 次 项 ,下 同 ). 取 
pp=4 妈 + 则 p=c(c>0) 是 (uv) 平面 上 的 一 族 同心 圆 , 
沿 (2.11) 的 轨 线 

1adp du dv 


一 4 一 一 十 


2dt dd “于 (2.12) 
= Aw? 十 Hu2 十 高 于 二 次 的 项 三 K(u, 2). 


有 如 下 三 种 情况 : 
(i) 当 入 <A<0 时 , 奇 点 O(0,0) 是 线性 部 分 的 稳定 结 点 ， 
它 为 渐 近 稳定 的 . 当 妇 十 o2 > 0, 由 于 Xu2 二 Ho2 > 0, 存在 (av) 
平面 上 原点 的 充分 小 邻 域 5, 使 得 对 S 内 任 一 点 (%,2)( 关 (0,0))， 
有 K(woj < 0 ,从 而 只 < 0. 对 O(0,0) 的 任 一 邻 城 0 在 
UMS 中 任 取 一 个 包含 (0,0) 的 邻 域 V: 起 十 <6 (如 图 2.2)， 
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在 其 内 52 < 0 . 故 随 着 的 增加 而 减少 ， 于是， 从 Y 中 全 一 
点 出 发 的 解 ， 当 了 > 0 时 ， (z(),g() eE VC U, 故 O 是 稳定 
的 . 


图 2.2 


进一步 证 明 O 为 渐 近 稳定 的 ， 若 不 然 ， 必 存在 一 条 轨 线 ， 使 
得 当 t 一 廿 co 时 ， 沿 着 该 轨 线 p(t) 不 趋 于 O, 从 而 保持 在 某 一 
Pp 二 01 的 邻 域 之 外 ， 由 于 天 (uv) 是 连续 的 , 在 p1 和 oO< 6 上 ， 
五 必 取 到 最 大 值 -7. 故 当 t > 0 时 ， 恒 有 


=—— = K(u,v) <—r<0. (2.13) 
于 是 p(t) 一 p(0) < 一 2rt < 0, 即 
plt) < p(0) 一 2rt < 0 ( 当 上 足够 大 时 ). 


这 与 p() 的 定义 矛盾 .从 而 说 明 奇 点 O 必 为 渐 近 稳定 的 ， 

(i) 当 0< 入 < 时， 线性 奇 点 O 是 不 稳定 结 点 ， 类 似 于 
情况 中 , 易于 证 明 O 为 (2.8) 的 不 稳定 奇 点 . 
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(Gi) 当 和 入 <0<k 时 , 线性 奇 点 为 鞍点 ， 且 不 稳定 ， 此 时 ， 
(2.12) 中 的 六 (ww v) 在 原点 的 充分 小 邻 域 中 变 号 ， 沿 (2.8) 的 轨 
线 对 (2.12) 再 求 导 可 得 

1d2 
了 = 和 2w? + J2v? 十 高 于 二 次 的 项 . 
在 原点 的 充分 小 邻 域 Vi 中 (原点 除外 )， 2 >0. 在 [5 内 (0,0) 
的 任意 邻 域 中 ， 总 存在 (4o; 20) ? 使 得 
dp 


=r>0. 
dt ” 


(uo,vo) 


故 沼 着 从 (owt0) 出 发 的 轴线 有 52 > .从 而 p() 之 r++08 
故 存在 全 > 0, 使 得 p(t) > 56. 这 就 证 明了 O 是 (2.8) 的 不 稳定 
奇 点 . 

2) 线性 方程 (2.3) 有 二 重 特征 根 入 . 此 时 ， D = ad 一 pe > 
0, 人 =a+d<0 7T?-4D=0, 入 =7 了 (二 重 根 ). 可 应 用 下 述 
引 理 ， 它 是 稳定 性 理论 中 的 一 个 基础 性 定理 ， 
引 理 2.5 对 非 线性 系统 (2.1), 车 存 在 O 邻 域内 的 连续 可 微 的 下 
定 函 数 V(z,y) , 即 V(0,0) = 0V(zy) > 0 当 (2,y) # (0,0) 
时 ， 使 得 V 沿 着 (2.1) 的 解 关于 上 的 全 导数 


aV 


一 | <0( 或 >0)， (x,y) 关 (0,0) 
dt |(2.1) 


则 (2.1) 的 厅 点 O 是 渐 近 稳定 的 (或 不 稳定 的 ). 
取 


Vw) = ad — bes? +y)+ oy- cr? + (by — dr) 
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易 见 了 tr,g 为 正定 函数 ， 且 不 难 计算 得 


dV 
沁 | = 2(a + d)(ad — be)(z? + 7), 
dt |(2.3) 


dV 


| =2(@+ d)(ad— be)(z? + 7) + o(p), 
(2.8) 


p= 77+. 


d V 
于 是 在 O 的 充分 小 邻 域 中 ， i | 同 号 ， 利 用 引 
dil(zs3) dt l(2.8) 


理 2.5 可 知 ， 当 了 < 0 (> 0) 时 ，0O 作为 线性 系统 (2.3) 和 非 
线性 系统 (2.8) 的 奇 点 都 是 渐 近 稳定 (或 不 稳定 ) 的 

3) 线性 方程 (2.3) 有 一 对 共 斩 复 根 w 士 4O, a < 0. 取 适 当 非 
奇异 线性 变换 ， 可 将 (2.8) 化 为 


也 = au 一 Bu 十 二 次 及 以 上 的 项 


二 Bu 十 av 十 二 次 及 以 上 的 项 
令 p= 刀 二 叶 ， 则 


起 = 2a(w2 +v2) 十 三 次 及 以 上 的 项 ， 


类 似 于 上 面 的 证 明 可 得 ， 当 a < 0 (或 > 0) 时 ， 系 统 (2.8) 的 奇 
点 O 是 渐 近 稳定 的 (不 稳定 的 ) . 证 毕 


和 1.2 段 最 后 所 说 明 的 类 似 , 关于 平面 系统 双 曲 奇 点 的 稳定 性 
由 相应 线性 系统 来 确定 的 结论 (定理 2.4) 同样 适用 于 维 数 m > 2 
的 系统 (1.12). 

以 上 分 析 了 双 曲 奇 点 的 基本 定性 性 质 , 关于 零 解 的 稳定 性 只 是 
给 出 一 个 最 基本 的 判定 , 进一步 的 研究 属于 稳定 性 理论 的 内 容 , 这 
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里 不 再 深入 . 关于 (2.8) 以 O 为 非 双 曲 奇 点 的 性 态 ， 将 在 下 两 节 
进行 分 析 ， 82 讨论 (2.3) 有 一 对 纯 虚 根 的 情况 ， $3 则 讨论 (2.3) 
有 和 零 特 征 根 的 情况 . 


42 中心 与 焦点 的 判定 问题 


设 O 是 (2.3) 的 中 心 , 它 的 特征 根 为 一 对 纯 虚 数 土 i6, 6 取 0. 
本 节 来 讨论 非 线性 系统 (2.8) 在 奇 点 O 邻近 轨 线 的 定性 性 态 ， 先 
举 两 个 例子 . 


例 2.1 讨论 系统 


$=—y— yr?+y), 
(2.14) 
y =z+r(r +y). 


在 奇 点 O(0,0) 的 性 态 . 
解 ， OO 是 相应 的 线性 系统 的 中 心 . 令 x = 7 cos9, y 一 rsin0， 
系统 (2.14) 化 为 


dr _ d6 2 
A 一 A 二 1 二 7“. 
其 解 7 = c (正常 数 ) 是 以 O 为 圆心 的 一 族 同心 圆 ， 故 O 仍 为 非 
线性 系统 (2.12) 的 中 心 . 不 同 的 是 它 外 围 闭 轨 线 的 周期 将 随 轨 线 


例 2.2 讨论 系统 
2 ，, 2 
t=y+ar(r’+y’), (2.15) 
y= z+ oy(s? + 7) 
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在 奇 点 O(0,0) 的 性 态 . 
解 ，O 是 相应 的 线性 系统 的 中 心 . 令 Zz = rcos0 y 二 ?sin0, 系 
统 (2.15) 化 为 
= 
当 &a > 0(<0) 时 ，O 是 (2.15) 的 不 稳定 (稳定 ) 焦点 . 
上 述 两 例 表 明 ， 当 线性 奇 点 是 中 心 时 ， 加 上 高 次 项 以 后 ， 非 线 
性 系统 相应 的 奇 点 可 以 是 中 心 , 也 可 以 是 焦点 (可 为 稳定 也 可 为 不 
稳定 ). 何 时 为 中 心 ， 何 时 为 焦点 ， 且 稳定 性 如 何 ? 这 就 是 中 心 焦 
点 的 判定 问题 . 它 与 后 面 讨论 的 极限 环 问题 也 是 紧密 相连 的 . 
先 给 出 关于 周期 函数 积分 的 一 个 引 理 ， 后 面 将 用 到 


引 理 2.6 设 f(0) 是 以 1 为 周期 的 连续 周期 汝 数 ， 则 
0 
F(0) = [ f(s)ds = 90 + p(0) (2.16) 


{ 
其 中 9(g) 仍 以 1 为 周期，g = 了 1(9)d0 
证 明令 ， a 
pl(0) = fl)ds -7 ff) 


010 fm- he 


则 


= [sas + {fe)as 


-as 1 | fe)as 
0 i 
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即 p(0) 是 以 ! 为 周期 的 周期 函数 ， 且 (2.16) 式 成 立 . 


2.1 判定 方法 一 

进一步 假设 系统 (2.8) 的 右 端 在 O 的 小 邻 域内 解析 ， 相 应 的 
系统 (2.3) 有 一 对 纯 虚 特征 根 土 iB, 在 适当 的 非 奇异 线性 变换 下 ， 
系统 (2.8) 可 化 为 


= Bvt+U (u,v), 
v= But+V(u,v). 
其 中 U,V 是 wu, v 的 寡 级 数 ， 且 从 二 次 项 开始 . 对。 > 0 足够 
小 ， 双 了 在 巡 + 好 <e 内 收 全 
取 极 坐标 4 二 ?cos0, v = 二 7 sin9, 系统 (2.17) 化 为 


(2.17) 


了 = cosOU(r cos0,r sinO) 


+sinOV (rcos0,rsind) =rR(r,0), 
0 B+ l(cosOV — sin6U0) = f+ Q(r,0). 
dt r 
其 中 当 7 足够 小 时 R(r,0) 、 @(7,0) 为 了 的 者 级 数 ， 从 > 的 一 
次 项 开始 ， 系 数 为 cos0，sin 9 的 函数 ， 当 ~ < e 时 为 收敛 的 . 

取 0 < 六 < 6 使 得 当 0 < 7 < 时 对 一 切 和 恒 有 
B+ Q(r,0) 冯 0, 为 确定 起 见 ， 设 8 > 0, 则 > 0. 从 而 消去 + 
得 到 

字 = 有 = Ra(gr + Ra(O)r +..., (2.18) 
其 中 Ri(9) 是 cos9 和 sin9 的 函数 , 故 Ra(0+27) = Ri(0), 二 
2,3,... 
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d0 
因 元 > 0 故 过 (0,c) 的 正 半 轨 随 6 增 大 而 围绕 O 逆 时 针 


方向 盘旋 .由 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ， 存 在 5 0 < 5 < 71 , 使 当 
0< c< 和 5 时 , 解 7(9,c) 至 少 在 [一 47,47] 上 有 定义 ， 且 为 解析 函 
数 ， 记 7r(27,c) = P(c), 它 对 应 于 螺旋 线 绕 行 一 周 后 与 极 轴 的 下 
一 交点 ， 如 图 2.3. PP 定义 了 [0, gd 内 的 一 个 映射 , 称 为 Poincaré 


plc) 


图 2.3 


映射 , 在 奇 点 与 周期 解 的 研究 中 具有 基本 重要 性 , 显然 ，P(0) = 0 
对 应 于 奇 点 0, 而 P 的 其 它 不 动 点 对 应 于 (2.8) 的 闭 轨 线 ， 为 简 
便 起 见 ， 以 下 把 Poincaré 映射 简 记 为 P- 映射 ， 点 (0,c) 到 后 继 
点 (0, P(e)) 确定 的 函数 


F(c)= P(e)—e 


称 为 后 继 函 数 ， 后 继 函 数 的 非 零 零点 对 应 于 〈2.8) 的 闭 轨 线 .下 
面 通过 分 析 P- 映射 或 后 继 函 数 的 性 质 来 解决 O 为 中 心 或 焦点 的 
判定 问题 ,将 7(0,c) 展开 为 c 的 寡 级 数 


r(0,c) =ri(g)c+ra(g)c 十 (2.19) 


将 (2.19) 代入 (2.18), 比较 c 的 同 次 宕 系数 ， 可 依次 得 到 7;(9)， 
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t= 1,2,.…., 所 满足 的 方程 : 
71(0) = 0， 
72(0) = Ra(0)rt = F2(0), 
(0) 一 Rs(0)r3 十 2R2rl72 三 Fs(0), 
(2.20) 


rn(0) = Fn(0), 


和 初始 条 件 : 
ri(0) = 1，rk(0) = 0, k= 2,3,.…. (2.21) 


一 般 地 ，F(9) 中 除 出 现 Ra, Ra,…, Rn 外 , 它 只 包含 riyr2) 
rn_1， 故 可 利用 初 值 (2.21), 依次 积分 (2.20) 以 求 出 ri(9),i = 
1,2,…. 解 上 述 初 值 问题 得 到 


r1(0) 一 1, 
0 
ra(0) = 人 Rals)ds = g20 + #2(0), 
go = 元 1/ Rb)d8 
rs(0) 二 [ mg 十 2R2(0)72(0))do, 


依 此 类 推 , 
车 gs = 二 0, 则 72(0) = pa(0) 是 27 周期 函数 .从 而 F3(0) = 
RR3(0) 十 2R2(9)r2(9) 也 是 2r 周期 函数 ， 由 引 理 2.6 得 
rs(9) = g30 十 ps(0. 


若 93 二 0, 则 7r3(0) = ps3(0) 也 是 周期 为 2r 的 函数 . 如 此 继续 下 
去 ， 出 现 两 种 可 能 性 : 

1) 一 切 gk = 0 大 = 1,2,……, 亦 即 所 有 7k(0) 均 为 2r 周 
期 函数 . 由 (2.19) 知 ， P(e) = 7r(27,c) = 7(0,c) = c 对 一 切 
0<c<z. 方程 (2.18) 通过 (0,c) 的 轨 线 均 为 闭 轨 ， 从 而 ， 奇 点 
O 是 (2.18) 的 中 心 ， 


2) 存在 正 整 数 m, 使 得 gl = 92 三 … 二 gm-1 = 二 0, gm 天 0. 
这 时 
r(0,c) =ctro(Oe trm (Oe™! 
+rm(0)e™ + o(e™) 
=c+r2(0)e? + rm_i(Oe™! 
+gmbc™ + pm(O)e™ 十 ofcm). 
于 是 


F(c) = P(ec) 一 c=27rgmcm +o(ce™). (2.22) 


车 gm < 0 , 则 当 c 充分 小 时 ，P(c) = r(2r,c) < c 邻近 O 的 
轨 线 均 向 里 盘旋 逼近 O, 故 O 是 稳定 的 焦点 . 若 gm > 0 , 则 当 c 
充分 小 时 ， r(2m, c) > c, O 是 不 稳定 的 焦点 ， 这 就 解决 了 解析 系 
统 的 中 心 焦点 的 判定 问题 ， 进 一 步 引入 细 焦 点 及 其 阶 数 的 概念 . 

为 此 先 说 明 上 述 情况 2) 中 的 m 必 为 奇数 从 图 2.4 知 , 易 将 后 
继 函数 F(c) = 7(27;,c)-c 推 广 到 cd < 0, 即 F(o) = r(0,c)-c. 
如 果 在 (2.22) 中 ， mm 为 偶数 ， 则 当 e 充分 小 时 ， 严 (c) 定 号 ， 与 
上 述 事实 矛盾 ， 因 此 ， m 必 为 奇数 ， 记 m = 2n 十 1 


定义 2.5 对 系统 (2.8) ( 或 (2.17)), 当 O 为 焦点 时 ， 称 它 为 细 
焦点 . n 则 称 为 此 细 焦 点 的 阶 数 , (2.22) 式 中 的 系数 2rgm 称 为 相 
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应 阶 数 的 焦点 量 . 

由 (2.22) 式 可 见 ， 一 个 细 焦点 的 阶 数 越 高 ( 即 m 越 大 ), 则 0 
邻近 的 螺 线 的 螺 距 就 越 小 ， 改 螺 线 越 细密 ， 相 对 地 ， 当 线性 部 分 的 
特征 根 为 7 == a 土 6, 且 a 头 0, 则 称 O 为 粗 焦 点 . 


例 2.3 考虑 右 端 为 二 次 多 项 式 的 系统 


t=-y- ary—y, 


(2.23) 
六 = 并 十 az2， az 天 0 
的 原点 的 性 态 . 
解 ， 令 z=rcos0, y= 二 rsin0. 易 计 算得 
TT ~ sin?0cosOr’, 
at 
dg 2 2 3 
天 = 1+ {asin’0+asin’ bcosb 十 sin O)r. 
用 寡 级 数 的 运算 得 


一 一 sin2b0cosbr2 + (gsin? 0 coss 0 
d (2.24) 


+asint 0 cos? 6 + sin? 0 cos Or3 + 
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对 充分 小 的 c, 求 8=0 时 7= fc 的 解 


r(0,c) = c+ rafg)c? 十 ra(0)e 十 …: 


其 中 ra(0) = ra(0) = … := 0, 将 7(9,c) 代入 (2.24) 比较 c 的 同 
次 寡 系 数 ， 得 
2 = 一 sin20cosb 


d 
而 = sin20cos40 十 asin4bcos20 


+ sins (cos0 — 2 sin? 0 cos0 .72(0), 


7r2(0) = -3 sin30， 


5 
r3(0) = 30 + sin20— 5 sin0 coss 0 十 1g sn 0 


16 
= ga0 + f3(0), 
其 中 gs = 5 ， 至 此 便 可 判定 原点 为 (2.23) 的 一 阶 细 焦点 ， 当 


a > 0 时 为 不 稳定 ， a < 0 时 为 稳定 , 


2.2 判定 方法 二 


中 心 焦点 的 判定 问题 ， 也 可 利用 Poincaré 最 早 建立 的 形式 守 
级 数 方法 . 
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在 (2.17) 中 令 Bt=7 仍 记 党, 匀 do 为 记 六 则 系统 化 为 


以 二 一 Vv 十 3 Pi (u,v), 
‘=2 (2.25) 


v= w+ > Qr (u,v), 
k=2 


其 中 及 ,Yk 是 wv 的 上 次 齐 次 多 项 式 . 
假设 (2.25) 有 下 列 级 数 形式 的 解 : 


| oO0 
Fw) = + + 2 Flu,o), 
k=3 


(2.26) 


其 中 (u,v) 是 待定 的 关于 4,v 的 及 次 齐 次 多 项 式 . 若 能 依次 
求 出 i, 天 三 3, 4,: “» 使 得 当 |zl, lvl 充分 小 时 ， 级 数 (2.26) 收 


敛 ， 且 
aF 
dt 

则 (2.25) 的 通 积分 为 了 (wv) = c, 易 知 c > 0 充分 小 时 ， 它 是 一 

族 围绕 原点 的 互 不 相交 的 闭 曲 线 ， 故 O 为 中 心 . 

由 


daF 
| -tet Re) 


三 0. 
(2.25) 


十 (2u 十 二 ht 二 Qk(uv)) 


二 vt) 十 2 和 CuP， 十 7) 


= 2 (一 一 一 
k=3 k=2 
OF, 
a Ge + Qs ) 
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在 上 式 右 端 从 三 次 项 起 , 依次 令 同 次 齐 次 式 等 于 零 ， 可 得 到 一 系 
列 等 式 : 


Ug 一 vor 二 —2(uP, 十 vQ2), 
OOF, oF, 
ug YB —2(uPn_1 + vOn-1) 


-Tp ri On bt n= 4,5,.…- 
(2.27) 
它们 是 关于 三 , ay,… 的 偏 微分 方程 , 可 用 待定 系数 法 求解 , 如 能 
依次 定 出 三 , 丽 ,………， 以 至 无 穷 ， 且 所 得 级 数 收敛 ( 当 |u|, |v| 其 小 
时 ), 则 O 为 中 心 . 但 直接 计算 是 极其 繁杂 的 ， 且 是 无 限 的 过 程 . 
因此 ， 为 了 解决 中 心 焦点 判定 问题 ， 利 用 (2.27) 的 形式 特点 ， 另 
求 简洁 方法 . 
将 (2.27) 各 式 的 右 端 依次 记 为 一 Ha(w,v)，n = 3,4,… 则 
Hn 是 n 次 齐 次 式 ， 取 极 坐 标 色 = rcosb v = rsinb, 则 有 


OF, OF, oF, OF,, 
ua -vB = 一 rcos0 一 rsing 
Din(rcosgrsinb) ndFn(cosbg,sinb) 
一 565 一 0 ， 


又 Hi(u,v) = Hn,(rcos0,rsin0) = r"Hn(cos0, sin0)， 方 程 
(2.27) 可 化 为 仅 含 98 的 式 子 . 
dzn(cosbsinbg) 
d0 
由 此 ， 易 于 积分 这 些 式 子 依次 求 得 扬 ， 当 7% = 二 3 时 ， Hs 是 
cosg， sing 的 三 次 齐 次 式 ， 故 


—Hn(cos0,sin0), n= 3,4,.. 


广 Hs(cos0, sin0)d0 = 0. 
0 
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从 而 ， 将 Hs 展 为 储 里 叶 级 数 ， 就 有 


dFs 3 | 
=- (ag cos k0 + bx sin k0). 
k=1 


于 是 可 求 出 品 (4,2), 代入 (2.27)w=4 的 右 端 ， 可 得 到 Ha (vw, 0). 
如 果 
27 
[ Halcos0, sin 0)d0 = 0. 
0 
通过 将 Ha 展 为 健 里 叶 级 数 ， 又 可 求 出 Fa4. 如 此 继续 ， 如 果 到 某 
一 7 使 
2 
[ Hn(cos0, sin 0)d0 #0, 
0 
则 nn 必 为 偶数 2m, 因 Hzk+1 为 cos 0,sin0 的 奇 次 多 项 式 ， 显 然 
有 2 
[ Hzp+1(cos0,sin 0)d0 = 0. 
0 


这 时 ， 取 Fom(u, v), 使 其 满足 方程 : 


> (cos0, sin0) = — Hzym(cos Yt, sin 0) + C2m, (2.28) 


其 中 


1 27r 
Co2， = 一 [ Ho2m (cos 0, sin 9)d0. 
27 J0 


因 (2.28) 右 端 函数 的 伟 里 叶 展 开 式 中 不 含 常数 项 ， 故 由 它 可 以 求 
出 Fom(u,v). 
构造 函数 Y(u v) 
Vw v0) = + + Ft + Fom, 
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则 VY(w,v) 在 〇 的 适当 小 邻 域内 连续 可 微 ， 且 为 正定 函数 ， 又 


dV 
一 一 一 Cam(tu2 二 +) 下 十 o( (wi 十 va)™). 
dt |(2.25) 


V 
于 是 在 O 的 充分 小 邻 域内 ， | 与 C2m 同 号 . 由 引 理 2.4 
dt |(2.25) 


知 ， 当 C2m < 0 时 ，0O 为 稳定 焦点 ; 当 C2m > 0,O 〇 为 不 稳定 焦 


27 
[ Hn,(cos 0, sin 0)d0 = 0, (2.29) 
0 


当 |ul, |v| 其 小 时 收 全 ， 则 通 积 分 


F(u,v)=¢c 


就 是 围绕 原点 的 一 族 闭 轨 线 ， 因 此 O 为 中 心 . 

关于 形式 级 数 (2.26) 的 收敛 性 ，Lyapunov 曾 给 出 证 明 ， 但 
极其 复杂 , 为 了 回避 这 一 困难 的 定理 , 现 借助 前 一 判别 法 的 结果 来 
证 明 O 为 中 心 的 结论 . 

反 设 O 不 是 (2.25) 的 中 心 ， 故 为 焦点 . 不 妨 设 为 稳定 焦点 . 
由 第 一 判别 法 ， O 〇 的 第 一 个 非 零 焦点 量 应 为 负数 ， 设 其 阶 数 为 
2k—1. 

适当 改变 系统 (2.25) 的 右 端 函数 内 的 忆 k+1 与 82k+1 中 某 
些 项 的 系数 ， 得 到 系统 (2.25)*, 使 对 新 系统 有 


27 
[ H2r42(cOs0, sin0)d0 > 0. 
0 
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所 以 对 系统 (2.25)* 仍 有 


2 
[ Hi(cos0, sin 0)d0 = 0, (对 3 < i < 2k + 2). 
0 


由 前 述 判 别 法 知 ， O 为 (2.25)* 的 不 稳定 焦点 ， 另 一 方面 ， 由 于 
Pzp+1 与 Q2k+1 的 改变 不 会 影响 直到 2k 阶 的 焦点 量 ， 所 以 O 应 
为 系统 (2.25)* 的 稳定 焦点 ， 这 一 矛盾 说 明 O 应 为 (2.25) 的 中 
心 . 


§3 ”高 阶 奇 点 的 性 态 
给 定 二 维 自治 系统 


Z=ar+by+ vy(r,y), 


(2.30) 
y= cr+dy+y(r,Y), 


其 中 ab c,d 是 常数 ，p(z,y), (Zz,9Y) 是 二 次 以 上 的 项 ， 前 两 节 
讨论 了 ad 一 bc 关 0 的 情况 . 当 ad 一 bc = 0 时，O 是 高 阶 奇 点 ， 
线性 部 分 有 奇 线 az 十 by = 0, 现 研究 在 此 条 件 下 ， 非 线性 系统 在 
奇 点 的 性 态 . 

更 一 般 地 ， 考 虑 如 下 系统 


二 Pn(z, Yy) 十 P(x, Y), 


(2.31) 
y= Qm(z,Y) + (L,Y), 


其 中 m > 1, Pm, Bm 是 m 次 齐 次 多 项 式 (可 以 有 一 个 恒 等 于 稚 ) 
,1 从 高 于 m 次 的 项 开始 . 
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取 极 坐标 z = rcos0 y = 7sin 0, 系统 (2.31) 化 为 


了 = rm(R(b) + 0(1)), 
网 (2.32) 
= (G(0) + ol))), 
其 中 、 
R(0) = cos OPn,(cos 0, sin0) + sin OQ (cos 0, sin 9), (2.33) 


G(0) = cos OQm{cos 0, sin0) — sin0 Pn (cos 0, sin 0) 


为 cos 0， sin9 的 (m 十 1) 次 齐 次 多 项 式 . 

系统 (2.32) 中 G(9) 是 否 有 和 零点， 以 及 零点 个 数 对 奇 点 O 附 
近 轨 线 的 性 态 有 重要 影响 ， 下 面 分 几 种 情况 来 讨论 . 
3.1 G(0) 在 [0, 2m] 上 定 号 


不 妨 设 GUO) > 0 9 e [0, 2 了 ]. 由 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 ， 
存在 正常 数 5, 使 得 G(6) 之 5 > 0, 9 e [0, 27], 因而 在 原点 O 的 
充分 小 邻 域 Cr。 (tr < ro) 内 有 


G(0) + 0o(1) > 


中 人 


0 € [0, 27] 


即 用 > 0,9 e [0,27]. 这 说 明 O 附近 的 轨 线 当 t 增加 时 ， 是 逆 时 
dt 
针 方向 施 转 的 (G(0) 恒 小 于 零 时 ， 为 顺 时 针 旋转 ) 
系统 (2.32) 可 化 为 
1 dr Rb+o(l) 
+r d G(0)+o(1)’ 
积分 上 式 得 到 
"letB) dr /9+8 R(O) + ol1) to 
人/ rT =/ 6 G(9) + o(1) (0 £8 27). 
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即 


ln 


7r(O 十 有 =- RO)+ ol) yy 
0 


7(0) G(0)+o(l) 
由 于 
本 ROO)+o(l) RO) 
"0 G0 +ol) GO 
设 积分 
27 R(O) 
二 0 GD < 0， 


则 存在 O 的 充分 小 邻 域 Qr: (0 < mi < 70), 使 得 在 其 中 


r(g 十 6) .I 


7r(9) 2 <0. 


因此 存在 正常 数 g < 1, 使 
r(0+27) < qr(0). 


从 而 有 
7(0+2kn) < gr(0), k=1,2,.... 


当 大 一 +oo 时 (9 十 28r) 一 0， 即 从 原点 的 充分 小 邻 域 中 任 
一 点 出 发 的 轨 线 当 上 一 十 co 时 将 道 时 针 方向 盘旋 逼近 于 O, 故 奇 
点 O 是 稳定 焦点 . 当 了 工 > 0, 奇 点 O 是 不 稳定 焦点 ， 当 了 工 = 0， 


( 即 原点 的 任意 小 邻 域内 既 有 闭 轨 线 , 又 有 螺 线 ) 的 情况 , 这 是 因为 
P- 映射 不 是 解析 函数 ， 它 可 以 既 不 是 恒 同 映射， 而 在 不 动 扩 夫 的 
附近 又 可 存在 一 系列 无 穷 多 个 不 动 点 ， 如 同 函数 2 sin 了 在 T=0 
邻近 的 性 态 一 样 . 
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3.2 G(0) 三 0，9 € [0,27] 


这 时 称 为 奇异 情形 . 可 设 R(0) 和 关 0 (否则 PB = @m = 0, 要 
进一步 考虑 p, 中 的 最 低 次 项 ), 则 R(9) 至 多 有 (2m 十 2) 个 零 
点 . 下 面 证 明 ， 如 go 使 丸 (6o) 关 0, 则 系统 (2.32) 至 少 有 一 条 轨 
线 沿 着 6 = 0 的 方向 趋 于 奇 点 O. 

因 G(0) = 0, (2.32) 第 二 式 右 端 从 rm 项 开始 ， 即 


=r™"™(H(0) + 0(1)). 


因而 有 

db _ H(O) +0(1) 

dr R(0) +o(1)’ 
由 于 R(t0) 关 0, 故 当 e > 0, ro > 0 充分 小 时 ， (2.34) 的 右 端 函 
数 在 扇形 区 域 |0 - go| < e, 0 < 7 < ro (如 图 2.5) 上 连续 .根据 
微分 方程 解 的 存在 性 定理 知 , 方程 (2.34) 满足 初始 条 件 7(90) = 0 
的 解 存 在 ， 这 就 是 说 ， 沿 着 6 = 9 方向 至 少 有 (2.32) 的 一 条 轨 
线 进 入 奇 点 O(0,0). 


(2.34) 


图 2.5 


如 0=b 时 ， 有 (bo) = 0, 则 沿 9= 9go 方向，(2.32) 可 以 
没有 轨 线 ， 或 有 多 条 轨 线 进入 O, 须 进 一 步 分 析 . 
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例 2.4 考虑 下 列 系统 


DR DY 
dr ZU “ dr zy 一 3z3 ， 
(3) 型 = 疆土 
dr zy 


它们 都 以 O 为 高 阶 奇 点 , 利用 变换 y 二 wz 等 ， 易 于 求 得 通 积分 ， 
而 画 出 相应 的 轨 线 图 2.6. 这 时 ，R(0) = sing, R(0) = R(r) = 0， 
沿 正 、 负 zx 轴 ， 系 统 (1) 无 轨 线 进入 O, 系统 (2), (3) 则 有 轨 线 
进入 O. 它们 在 奇 点 邻近 轨 线 的 分 布 有 着 很 大 的 差别 . 


\ > > 
(b) (c) 


(a) 


图 2.6 


3.3 G(9) 在 [0,27] 上 变 号 


由 于 G(0) 是 cos9，sin0 的 (m 十 1) 次 齐 次 多 项 式 ， 它 在 
[0, 2rj] 上 至 多 有 (2m 十 2) 个 零点 . 
对 G(0) = 0 的 根 9 = 20, 作 如 图 2.5 的 扇形 ( 记 做 40B), 其 
中 ro, > 0 足够 小 , 使 在 其 内 没有 异 于 O 的 奇 点 , 除 9 = 0 时 ， 
G(9) 保持 常 号 ， 这 样 的 一 个 扇形 域 称 为 一 典型 域 . 因 G(9) = 0 
最 多 有 (2m 十 2) 个 根 ， 故 e 其 小 时 ， 所 作出 的 (2m 十 2) 个 典型 
域 互 不 相交 . 由 本 章 3.1 小 节 中 的 讨论 可 知 ,在 这 些 典型 域 之 外 ， 
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轨 线 不 能 进入 奇 点 O. 故 只 需 分 别 讨论 每 一 个 典型 域 ， 看 是 否 有 
轨 线 沿 9 = 名 进入 奇 点 0. 


定义 2.6 ” 设 原 点 O 为 系统 (2.1) 的 孤立 奇 点 .车 存 在 点 序列 
站 (Tn,0n) 使 得 当 兄 一 十 oo 时 mm 一 0 0 一 0, 县 有 
Qn 一 0, 其 中 am 是 (2.1) 在 Pn 点 的 场 向 量 与 该 点 向 径 的 夹 角 
(从 向 径 送 时 针 方 向 转向 场 向 量 ), 则 称 9 = bo 为 (2.1) 的 特征 方 
向 . 

显然 ， 如 果 有 轨 线 沿 方向 0 = bo 进入 奇 点 O, 则 9 = b 为 
特征 方向 . 但 反 过 来 ， 可 以 举 出 非 解析 系统 的 例子 说 明 ， 沿 着 特征 
方向 ， 不 一 定 有 轨 线 进入 奇 点 ， 例 如 可 参见 [ZDHD] p.61. 

如 果 不 计时 间 的 正 负 方向 , 系统 (2.1) 的 典型 域 只 有 下 列 三 种 
类 型 ， 如 图 2.7(a)-(c), 其 中 箭头 表示 t 增加 或 (减少 ) ) 


ANANA NA 


(a) I 类 (b) 下 类 (c) 亚 类 
2.7 


引 理 2.7 当 增加 (或 碱 少 ) 时 ， 系 统 (2.31) 在 典型 域 中 的 轨 
线 结构 有 如 下 结论 : 

(1) 在 I 类 典型 域内 ， 当 一 +oo (一 00) 时 ， 所 有 轨 线 都 沿 
特征 方向 0 = 0 趋 于 O, 如 图 2.8(a); 

(2) 对 I 类 典型 域 ,在 张 AB 上 存在 一 点 或 一 段 闭 统 段 ,使 
从 其 上 出 发 的 轨 线 当 上 一 十 co (一 00) 时 ， 均 洛 特 征 方向 0 = 0 
趋 于 奇 点 O, 如 图 2.8(b)1 或 (b)2. 
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(3) 对 II 类 典型 域 ， 亦 有 两 种 可 能 :没有 轨 线 在 其 内 进入 
0O， 如 图 2.8(c)1; 在 边界 上 存在 一 点 P, 过 PP 的 轨 线 当 上 一 
十 oo (一 00) 时 ， 洛 特征 方向 趋 于 O, 且 其 一 侧 的 轨 线 均 如 此 ， 另 
一 全 的 轨 线 则 跑 出 此 典型 域 ， 如 图 2.8(c)2. 


@)， (b), 


~ 
心 


(ce) (c)» 


图 2.8 


图 2.9 


易于 利用 极限 集 理论 证 明 上 述 结论 , 详情 从 略 . 具体 判定 究竟 
出 现 哪 一 类 典型 域 ， 有 如 下 结论 . 
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定理 2.8 设 G(00)==0,R(60) 关 0, 当 0 从 小 到 大 经 过 0 时 ， 
有 

(1) 车 R(0)G(9) 由 负 变 正 ， 则 在 9 = 00 处 存在 工 类 典型 
域 , 

(2) 若 R(0)G(9) 由 正 变 商 ， 则 在 0 = 9 处 存在 I 类 典型 
域 ; 

(3) 若 R(O)G(b) 符号 不 变 ， 则 在 0 = 0 处 存在 HI 类 典型 
域 
证 明 ”首先 证 9 = bo 是 系统 (2.32) 的 特征 方向 . 设 O 的 邻 域 中 
任 一 点 P(r, 9) 的 场 向 量 与 极 轴 的 夹 角 为 a, 点 了 的 向 径 道 时 针 
方向 转 到 该 点 的 场 向 量 所 转 过 的 角 为 8 或 8 十 (如 图 2.9). 

由 于 


CO 
dy singdr 十 rcosbdb tan0 二 7 天 


tana= 矶 ”cosbgdr -rsinbgdg | _ ,tangd 
dr 
所 以 
tanB =tan(a ~ 0) = es ' 
由 (2.32) 得 Cr 1 
tanp = Rt (2.35) 


从 特征 方向 的 定义 知 ， 9 = 0 是 系统 (2.31) 的 特征 方向 的 必要 
条 件 是 G(90) = 0. 反之 , 车 G(00) = 0，R(80) 关 0, 取 点 列 
(rn 00), rn 0, 则 当 N00 时 ， 

_ G(0o0) + ol1) 

tan fn = ROo) TOD) 7 
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这 说 明 6 = 9o 是 (2.31) 的 特征 方向 . 
其 次 ， 在 6 处 作 典 型 域 


530={(9r)lb--5<0<9+00O<Srsrol. 


由 于 R(60) 关 0, 令 R(0) = R(00) 十 o(|0 一 00|), 则 当 ro，6 充分 
小 时 ， 在 So 内 有 


sgn [| = segnlG(O)R(b)] = sgnlG(b)R(bo)] 


从 而 ， 当 6 从 小 到 大 经 过 如 时 ， 
(1) 车 G09)R(9) 由 负 变 正 ， 则 


d0 J<0,09=0-—56, 
dr >0,0=00+6. 


结合 (2.32) 知 ， 车 RR(90) > 0, 则 随 着 t 的 增加 ( 减 小 ), 在 0 = 
po -6 上 ，7 增 大 ( 减 小 ), 9 减 小 ( 增 大 ); 在 9= 00+5 上 ,rr 增 
大 ( 减 小 ), 9 增 大 ( 减 小 ). 若 R(00) < 0, 则 随 着 七 的 增加 ( 减 小 )， 
在 9=0o 一 56 上， 减 小 ( 增 大 ), 9 增 大 ( 减 小 ); 在 6= +6 
上 ,7 减 小 ( 增 大 ), 9 减 小 ( 增 大 ). 因此 ， So 是 工 类 典型 域 ， 如 
图 2.7(a). 

(2) 若 G(9)R(9) 由 正 变 负 ， 则 


do _ |>,0, 0=00—5, 
dr <0,0=00+6. 


类 似 于 (1) 的 讨论 可 知 ， So 是 I 型 典型 域 ， 如 图 2.7(b). 
(3) 车 G(0)R(0) 不 变 号 ， 则 在 0 = 如 十 6 上 恒 有 
a ~ da0 
元 >0 或 五 < 0， 
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So 是 II 类 典型 域 ， 如 图 2.7(c). 
证 毕 

对 G(0) = 0 的 每 一 个 根 如 上 进行 分 析 , 然后 合 在 一 起 即 可 得 
出 奇 点 O 邻近 的 定性 性 态 ， 在 情况 (2) 中 ， 判 别 究竟 有 一 条 还 是 
无 数 多 条 轨 线 进入 O, 通常 称 为 第 一 判定 问题 ; 在 情况 (2) 中 ， 判 
别 究竟 是 有 无 数 多 条 轨 线 进入 O 还 是 没有 轨 线 进入 0, 称 为 第 二 
判定 问题 ， 这 都 须要 进一步 的 分 析 ， 可 参见 [ZDHD] 第 二 章 §3. 
3.4 李 雅 普 洛 夫 型 奇 点 


通常 线性 部 分 具有 一 个 等 特征 根 时 ， 对 应 的 高 阶 奇 点 称 为 李 


可 把 系统 (2.31) 化 为 


t= p(t,Y), 


(2.36) 
y=ar+ by + Yr,Y), 


其 中 5 关 0, yp, 幼 从 z,， 3 的 二 次 项 开始 ， 设 |z|, |y| 其 小 时 为 解 
析 .， 由 方程 
az +by+wY(z,Y)=0 


利用 隐 范 数 定理 解 出 y 为 x 的 函数 
y 三 u(x), u(0) =0. 
引入 新 变量 > = y 一 u(x), 可 将 (2.36) 化 为 z，z 的 方程 


j= p(x,Z+ u(r)) = 2Z(7, 2), 


2=bz+W(r,z). (237) 
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易 知 2，W 关于 z，z 为 解析 ， 且 展开 式 从 二 次 项 开始 .关于 0 
邻近 的 性 态 有 如 下 结论 (证 明 从 略 ): 

(1) 如 果 2Z(x,0) 三 0， 则 奇 点 CO 不 孤立 ， 在 其 邻近 曲线 
y = V(z) 上 充满 奇 点 ; 

(2) 如 2Z(z,0) 半 0, 则 可 表 为 


Z(7x,0) = gr™ + o(2™). 


(a) 当 mm 为 奇数 ，g > 0, 则 O 为 不 稳定 结 点 ; 
(b) 当 m 为 奇数 ，g < 0, 则 0 为 贰 氮 ; 
(c) 当 mm 为 偶数 ， 则 O 为 半 鞍 半 结 点 (9 < 0 时 左边 为 结 
状 ，9 > 0 时 右边 为 结 状 ). 
所 述 结论 分 别 如 图 2.10 所 示 . 
例 2.5 考虑 系统 
= 7(7—Y), 
y=y— -7 
的 原点 0， 
解 ， 由 y 一 色 一 z2 =0 求 函数 y= (2), wu(0) =0, 令 


u(r) = a17 + a22? + 
代入 比较 系数 ， 易 知 : a1i 一 03 一 0， Q2 一 |， Q4 = —1, os 于 是 
u(x) = 12 — 2 二 
p(s, uz)) = zz — ut) = 7 — + 
即 m = 2, g = 1，O 为 鞍 结 点 ， 2 = 0 由 轨 线 组 成 ， 结 构 如 图 
2.11. 
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图 2.11 


84 ”多项式 系 统 的 无 穷 远 奇 氮 


前 几 节 研究 了 有 限 平面 上 奇 点 及 其 邻近 轨 线 的 性 态 ， 为 了 对 
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系统 在 整个 平面 上 的 性 态 作 出 全 局 的 分 析 ， 还 需要 讨论 轨 线 跑 癌 
无 穷 远 时 的 渐 近 性 态 ， 这 就 要 研究 无 穷 远 奇 点 . 

H.Poincaré 通过 球 心 投影 把 平面 上 的 点 对 应 到 一 个 半球 面 上 ， 
平面 上 的 无 穷 远 点 就 对 应 于 这 个 半球 面 的 边界 周围 ， 后 人 就 把 这 
一 球面 称 为 Poincaré 球面 . 

过 相 平 面 a((z, 儿 平面 ) 的 原点 作 一 个 与 它 相 切 的 单位 球面 
5 :XI+Y?+ 22 = 1, 在 (XX,Y,2) 坐标 中 切 点 的 坐标 为 
(0,0,1), X,Y 轴 相 应 地 与 x,y 轴 平 行 ， 2 轴 疝 下 ， 如 图 2.12. 
对 ac 上 任 一 点 M(z, 切 , 球 心 O 与 M 的 连 线 必 交 5S 于 两 个 对 径 
点 Mi 与 M1 (在 下 ， 上 半球 面 ); 反之 ，S 上 两 个 对 径 点 ， 只 要 它 
们 不 落 在 大 贺 X2 +Y2 = 1，2 = 0 上 ， 它 们 的 连 线 延 长 后 必 交 
a 于 一 点 . 圆周 开赴 Y2 = 1, 2 = 0 叫做 赤道 , 记 做 已, 所 在 平 
面 Z = 0 叫做 赤道 面 . 这 样 ， 除 了 妃 上 的 点 外 ， 就 建立 了 3 上 
的 对 径 点 与 平面 a 上 的 点 (z,y) 的 对 应 关系 ， 当 z? 十 包 越 大 ， 
点 (z,g) 在 3 上 相应 的 对 径 点 就 越 接近 赤道 因此， 自然 就 把 已 
上 的 一 对 对 径 点 与 a 上 平行 于 该 对 径 点 连 线 方向 上 的 无 穷 远 点 相 
对 应 ， 为 使 a 上 的 点 与 S$ 上 的 点 一 一 对 应 ， 将 a 对 应 到 下 半 开 
球面 ， 而 使 无 穷 远 点 与 赤道 上 的 ( 见 图 2.12) 对 径 点 对 应 . 

在 (X,2) 中 ,点 M 的 奉 标 为 (7,y,1)，M1 的 坐标 为 
(X,Y,2), 显然 有 


~ 


Z 
1 


或 
~ ,Lt 
灾 一 7， y 一 
其 中 X2 二 Y2 十 22 = 1. 故 称 之 为 齐 次 坐标 , 当 2 = 0, (X,Y,0) 
对 应 于 (z,y) 平面 上 的 无 穷 远 点 . 


由 于 球面 是 弯曲 的 ,曲面 坐标 研究 起 来 不 方便 . 所 以 再 将 下 半 
球面 投影 到 另 一 个 平面 上 去 . 


2.12 


过 所 = 1 作 平 行 于 关 OZ 坐标 面 的 平面 8, 如 图 2.12. 相 平 
面 a (除去 y 轴 ) 上 的 点 避 (z,y,1) 与 下 半球 面 上 的 对 应 点 Mi 
的 连 线 与 6 相交 于 一 点 M2(1,4,z). 由 于 O, M2, M 在 一 条 直线 
上 ， 故 有 


从 而 ， 上 述 台 射 把 相 平面 a 上 的 点 (zx,y) (z 闫 0) 与 8 平面 上 的 
点 (UZ) 对 应 起 来 ， 这 就 得 到 Poincaré 变换 式 


z=7, y= (#0), (2.38) 


,z= = (x #0). (2.39) 
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在 Poincare 变换 下 ， 系 统 (2.1) 化 为 


(2.40) 


当 z 关 0 时 ， 系 统 (2.34) 在 平面 6 上 的 轨 线 就 是 系统 (2.1) 在 
(z,y) 平面 上 的 轨 线 的 投影 . 

为 了 研究 平面 a 上 无 穷 远 处 的 性 态 ， 就 必须 考虑 z = 0 的 情 
况 ， 需 设法 消去 (2.40) 中 的 分 母 ， 以 下 的 方法 只 适用 于 (2.1) 为 
多 项 式 系统 的 情况 , 即 设 P(x, 切 , Q(X, 为 5,y 的 互 质 (或 称 为 
不 可 约 ) 多 项 式 时 ， 在 (2.40) 中 取 公 分 母 为 z”, 则 得 


du _ Pr(wd) 由 Qilu 

dt zm ?dt zm (2.41) 
其 中 m 是 正 整 数 ， 且 P*(w,z) 和 @ (wz) 仍 是 不 可 约 多 项 式 . 
作 变 换 


z™dr = dt, 
系统 (2.41) 化 为 


dr (2.42) 
Ee 一 (u, Z). 


当 z 关 0 时, 它 与 (2.40) 和 (2.41) 是 等 价 的 . 而 z = 0 时 ， 系 统 
(2.42) 也 有 定义 .只 是 要 注意 ， 当 m 为 奇数 时 ， 在 上 半球 面 上 ， 
dr 与 dt 反 号 ， 此 时 系统 (2.42) 与 (2.40) 的 轨 线 走向 恰好 相反 . 
在 上 述 变换 下 ， 相 平面 a 上 除了 y 轴 上 两 个 无 穷 远 点 以 外 的 
所 有 其 它 无 穷 远 点 对 应 于 有 平面 中 4 轴 上 的 点 (z = 0). 从 而 ， 
.69 . 


研究 相 平面 a 中 的 无 穷 远 处 的 轨 线 性 态 ， 只 要 研究 系统 (2.42) 在 
奇 点 (w*,0) 附近 的 性 态 即 可 ， 其 中 (w*, 0) 满足 


P*(w*,0) = Q*(w*,0) = 0. 


奇 点 (w*,0) 对 应 于 a 平面 上 y = w*z 方向 的 一 对 无 穷 远 点 ， 即 
称 为 (2.1) 的 一 对 无 穷 远 奇 点 . 

为 了 研究 y 轴 方 向 的 一 对 无 穷 远 点 ， 代 替 平 面 8, 过 球面 S 
上 (0, 1,0) 点 作 它 的 切 平面 8', 类 似 于 上 述 办 法 ， 在 B' 平面 上 建 
立 坐 标 系 (v,z). 作 Poincaré 变换 


或 
"= (#0) 
和 时 间 t 的 变换 
zadr = dt, 
系统 (2.1) 可 化 为 
dv ~ 
大 = P(v, z), 
本 (2.43) 
宅 一 (vu z) 
dT Qlv, 2). 
为 了 研究 y 轴 方 向 的 一 对 无 穷 远 点 的 性 态 ， 只 要 分 析 (2.43) 的 奇 
点 (0,0) 即 可 . 


再 将 赤道 和 下 半球 面 垂直 投影 到 相 平面 a 上 去 ， 得 到 一 个 单 
位 闭 圆 盘 玉 , 这 样 就 把 相 平面 a 映射 到 KK 上 , 一 对 无 穷 远 点 则 对 
应 到 五 的 边界 950 上 的 一 对 对 径 点 。 (wz) 平面 上 点 (wo,0) 的 
邻 域 在 z > 0 和 z < 0 中 的 两 个 部 分 ， 分 别 对 应 于 圆周 So 上 一 


对 对 径 点 (除去 y 轴 ) 的 位 于 圆 盘 内 的 两 个 半 邻 域 ， 如 图 2.13(a). 
(vw,z) 平面 上 的 原点 (0,0) 的 邻 域 在 z > 0 和 : < 0 的 两 个 部 
分 分 别 对 应 于 So 在 y 轴 上 一 对 对 径 点 的 两 个 位 于 圆 盘 内 的 半 邻 
域 ， 如 图 2.13(b). 


中 上 路 


图 2.13 


为 了 便于 记忆 ， 一 般 地 可 作 齐 次 华 标 变换 
VU 对 


对 非 y 轴 方 向 的 无 穷 远 点 , 令 v = 1 然后 对 (2.42) 的 奇 点 (w*, 0) 
加 以 分 析 ; 对 y 轴 方 向 的 无 穷 远 点 ， 令 4 = 1, 然后 就 (2.43) 的 
奇 点 《0， 9) 分 析 即 可 .对 (v*,0),v* 关 0, 则 不 必 再 作 ， 因 为 显然 
有 人 = 去 ， 与 已 分 析 过 的 (2.42) 的 对 应 奇 点 是 一 致 的 . 


例 2.6 考虑 系统 


1 2 — 22), 

=27(l+2 y’) (2.44) 
y= —y(1— 4r? +3y), 

> 3a 

7 7(3—£— ny) (2.45) 
y=Yy(-L1+2+y) 
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在 无 穷 远 奇 点 的 性 质 . 
解 ， 作 Poincaré 变换 


v tu 
由 三 Z， 4 一 过 (z 闪 0)， 
系统 (2.44) 和 (2.45) 分 别 化 为 


2 
Vz 一 Vz 二 全 (22 + v2 — 2u2), 
2 (2.46) 
Uz — Uz = ——(2 一 402 十 3u2)， 
Z 


bz 一 25 一 V(3z 一 了 一 ?2 
(2.47) 
Uz— 人 二 uz 二 +v + 1). 
为 了 求 不 在 y 轴 上 的 无 穷 远 奇 点 ， 令 v = 1, (2.46) 和 (2.47) 分 
别 化 为 
二 一 (22 十 1 一 242)， 
i= (+ ) (2 +1 20), 


z= 一 3z 十 1 二 nu, 
zd 二 (一 ZzZ 十 1 十 4) 十 (一 3z 十 1 十 nw). 


在 (2.48) 和 (2.49) 中 分 别 令 dt = z2d7 和 dt = zd7, 得 到 
dz 


(2.49) 


大 二 一 2z(z2 十 1 一 2u2)， 

Th (2.50) 
2 — 3uz2 十 wi, 

dT 
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d 

和 = z(1 — 3z + ny), 

To (2.51) 
4 亿 一 2 2 

元 24 — 4uz 十 (全 十 1)2 


系统 (2.50) 在 轴 (z = 0) 上 有 唯一 奇 点 (0,0), 它 是 鞍点 ， 因 
此 ,系统 (2.44) 有 唯一 的 不 在 y 轴 方 向 的 无 穷 远 奇 点 (1, 0,0), 它 
也 是 一 个 鞍点 .系统 (2.51) 当 n 十 1 关 0 时 在 4 轴 (z= 二 0) 上 有 
两 个 奇 点 C(0,0) 和 万 (一 二 ,0)，(2.51) 在 奇 点 C 和 万 的 线 
性 近似 方程 的 系数 矩阵 分 别 是 


G )) (2 8(n+ 1)-! ) 
和 |. 
01 0 1—2n(n+1)! 
因而 ， 由 上 一 节 的 讨论 易 知 ， 奇 点 C 为 不 稳定 结 点 ， 奇 点 D 当 


n > 1 时 为 稳定 结 点 , 当 -1 < n < 1 时 为 鞍点 , 当 n < -1 时 仍 
为 稳定 结 点 ， 当 n = 1 时 ， 奇 点 D 为 李 雅 普 诺 夫 型 奇 点 ， 作 变换 


二 包 十 2 加 
二 一 必 十 也 eb Zz =， 
系统 (2.51) 化 为 
dz 二 Zz( 一 3z 十 动 )， 
9 (2.52) 


902 一 2 一 4z 卫 十 42， 
dT 


为 求 222 一 25 一 4z 刀 十 4z = 0 的 满足 元 0) = 0 的 解 五 = (2)， 
令 
去 二 al1z 十 0222 十 a3z3 十 …， 
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` 代入 上 述 代数 方程 ， 比 较 系数 解 得 五 = 2z 十 …， 再 代入 (2.52) 
的 第 一 个 方程 ， 得 


d 
过 -2 十 高 次 项 . 
dr 


由 上 一 节 最 后 的 结论 知 ， D 是 一 个 鞍 结 点 . 


为 了 讨论 y 轴 上 的 无 穷 远 奇 点 ， 在 (2.46) 和 (2.47) 中 ， 令 
二 1 并 分 别 取 dt = z2d7, 和 dt = zd7, 得 到 
Ed = z(2 — 4v2 + 3), 
dr (2.53) 
一 一 -vv 十 3uz2 一 2v3, 
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dz 
(1+2-v), 
(2.54) 


2 三 一 (十 1)v 十 4zv 一 2v2. 1 
(2.53) 的 奇 点 (0, 0) 是 鞍点 ， 而 (2.54) 的 奇 点 (0,0) 当中 > -1 
时 为 稳定 结 点 ， 当 n < 一 1 时 为 鞍点 ， 当 7 = 一 1 时 为 鞍 结 点 

总 之 ,系统 (2.44) 有 两 个 无 穷 远 奇 点 Pi(1,0,0) 和 PP(0, 1,0)， 
它们 都 是 鞍点 ， 如 图 2.14(a). 系统 (2.45) 的 无 穷 远 奇 点 当即 > 1 
时 有 两 个 稳定 结 点 (0, 1,0) 和 忆 (1， -ari 0 一 个 不 稳定 结 
点 户 (1,0,0), 如 图 2.14(b)1; 当 n = 1 时， 有 一 稳定 结 点 瑟 , 一 
鞍 结 点 瑟 和 一 不 稳定 结 点 忆 , 如 图 2.14(b)2; 当 一 1<n<1 时 
有 一 稳定 结 点 瑟 , 一 鞍点 忆 和 一 不 稳定 结 点 户 , 如 图 2.14(b)3; 
当 = -1 时 有 一 鞍 结 点 已 (与 已 重合 ) 和 一 不 稳定 结 点 Ps， 
如 图 2.14(b)a; 当 n < -1 时 有 一 鞍点 五 , 一 稳定 结 点 访 和 一 
不 稳定 结 点 户 , 如 图 2.14(b)s. 

其 中 (a) 的 对 径 点 的 轨 线 方向 相同 ， (b) 的 对 径 点 的 轨 线 方 
向 相反 (因为 dt = zd7, 当 z <0 时 上 上 与 了 反 号 ), 特别 地 ， 图 
2.14(b)2 中 已 的 邻 域 是 结 状 域 ， 而 鞍 状 域 在 另 一 半 . 


§5 奇 点 的 指标 


本 节 引 入 奇 点 的 指标 这 一 概念 ， 它 可 以 很 好 地 反映 出 奇 点 的 
几何 拓扑 特征 ， 对 于 闭 轨 线 的 研究 也 是 一 个 有 力 的 工具 . 
给 定 平面 上 的 连续 向 量 场 


(P(x,y), Q(z,9), (2,9) ER?. (2.55) 


设 入 是 IR? 上 和 逐 段 光滑 的 定向 闭 曲 线 ， 且 其 上 不 含 向 量 场 (2.55) 
，75 ， 


的 奇 点 . 

定义 2.7 ” 当 动 点 (zz) 沿 入 逆 时 针 方向 连续 变化 转动 一 周 

时 ， 向 量 场 回 到 原 位 ， 这 时 向 量 场 旋转 了 整数 图 ( 旋转 的 角度 为 

27 的 整数 信 ， 27 记 ,所 旋转 的 围 数 的 代数 和 了 称 为 向 量 场 (2.55) 

沿 入 的 旋转 度 . 

例 2.7 设 O 〇 是 向 量 场 (2.55) 的 稳定 的 临界 结 点 〈 或 鞍点 )，N 

是 一 条 包围 O 的 单 闭 曲 线 ， 其 内 没有 异 于 QO 的 奇 点 ， 如 图 2.15. 
问 向 量 场 (2.55) 沿 入 的 旋转 度 是 多 少 ? 

解 ， 当 动 点 (x,y) 从 4 出 发 , 沿 N 逆 时 针 方 向 转 一 周 时 ， 向 量 

场 (2.55) 也 道 时 针 ( 顺 时 针 ) 方向 转 一 图， 如 图 2.15. 因而 , 当 CO 
是 临界 结 点 (鞍点 ) 时 , 向 量 场 (2.55) 沿 入 的 旋转 度 为 十 (一 ). 


A A 


(a) (b) 


图 2.15 


旋转 度 的 分 析 计算 ， 可 利用 向 量 场 (2.55) 与 z 轴 的 夹 角 的 变 
化 来 进行 ， 设 此 夹 角 为 


Q(z;,y) 


0 = arctan 一 一 一 一 . 
P(2,y) 
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从 和 而， 向量 场 (2.55) 沿 的 旋转 度 


1 QQ _1 /Pde-QGdP 
7 二 地 darctanS = 去 大 一 到 革 和 
对 于 由 连续 向 量 场 (2.55) 所 确定 的 二 维 自治 系统 (2.1), 有 如 下 
绪论. 
定理 2.9 ”如果 在 闭 曲线 N 转 成 的 闭 区 域 D 上 无 系统 (2.1) 的 
奇 点 ， 则 向 量 场 〈2.55) 港 入 的 旋转 度 为 替 . 
证 明 ”在 旋转 度 7 的 计算 公式 中 ， 被 积 函 数 在 D 上 连续 可 微 ， 
且 为 全 微分 ， 故 积分 为 零 . 即 
_1/Pde-edp_， 
J ar)y 严 +92 
证 毕 
定理 2.10 (Hopf 定理 ) ”车 闭 曲 线 工 为 (2.1) 的 闭 轨 线 ， 则 向 
量 场 (2.55) 沿 荆 的 旋转 度 为 1. 
证 明 ”为 方便 起 见 ， 平面 上 的 点 用 z = (2, 功 表示 ， 问 量 场 用 
了 = (P,Q@) 表示 ， 旋 转 度 记 为 Jj{T). 取 单 位 向 量 场 
f (2) 


wu(z) 一 lz 


其 中 |- 省 表示 模 ， 例 如 jlzl| = Vz? 十 如 . 显然 
Ju(7T) = Tr(7). 


现 证 Ju(7) 二 1 即 可 . 
通过 坐标 轴 平 移 和 时 间 上 的 伸缩 变换 ， 可 使 闭 轨 线 工 位 于 第 
一 象限 ， 且 与 正 z 轴 相 切 于 点 zo, 工 的 周期 7 = 1, 如 图 2.16(a). 


&(s, 1) 


Z(S) 


2.16 


在 辅助 (s,t) 平面 上 取 三 角形 区 域 


T={(s,t)e RR,0<s<t<1), 


并 在 其 上 定义 单位 向 量 场 9 如 下 : 
_ _2(t) —z(s) . 
g(s,t) = [0 ze 0<s<t<]1, (s,t) *(0, 1); 
gls, s) = u(z(s))) 0 < s<1( 即 在 OB 上 ); 


g(0, 1) 一 —u(z0). 


易 证 ，g(s,t) 在 荆 上 连续 ， 且 处 处 不 为 零 ， 即 无 奇 点 . 由 定理 2.8 
知 ， 向 量 场 9 沿 闭 曲线 OBAO 的 旋转 度 为 零 . 
当 动 点 在 志 轴 上 从 O 移动 到 A 时 ， 向 量 场 9 从 水 平 向 右 逆 
时 针 方向 转 到 水 平 向 左 ， 在 4B 上 从 4 移动 到 B 时 ，9 又 从 水 
平 向 左 逆 时 针 方向 转 到 水 平 向 右 ， 因 此 ， 向 量 场 9 应 从 O 转 到 
27 角度 . 沿 0B, g(s,s) = u(x(s)), 0<s<1l. 由 0 到 B, 同 
量 9 的 变化 相对 于 动 点 在 已 上 从 zo 逆 时 针 转 一 周 回 到 zo, 所 转 
过 的 角度 等 于 沿 O04B 所 转 过 的 角度 ， 故 等 于 2r, 因此 ， 向 量 场 
(2.55) 沿 闭 轨 线 的 旋转 度 为 1. 
证 毕 
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由 上 述 两 定理 可 得 到 如 下 重要 推论 . 
推论 2.11 系统 (2.1) 的 闲 轨 线 内 必 售 有 奇 点 . 
推论 2.12 闭 曲 线 六 与 Ni 所 围 成 的 环形 区 域 DD 内 车 不 包括 
(2.1) 的 奇 点 ， 则 (2.1) 洛 N 和 Ni 的 旋转 度 相 等 . 
证 明 ”直观 地 :让 闭 曲 线 N 连续 形变 到 Ni, 旋转 度 9 也 应 连续 


变化 ， 但 了 是 整数 ， 故 不 能 改变 ， 即 7 始终 是 常数 .分 析 地 证 : 
在 环形 区 域 D 中 用 一 条 辅助 线段 AB 将 两 闭 曲线 连 接 起 来 ， 如 


图 2.17 


图 2.17. 沿 箭头 方向 从 A 移动 到 4, 所 经 过 的 曲线 六 , 它 的 内 部 


无 奇 点 ， 故 
PdQ ~ QdP 


一 一 一 0. 
ny P+Q? 


人 
所 以 
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PdQ _odP PdQ_QdP . 

i ro -hi 

证 毕 
现 给 出 奇 点 指标 的 定义 . 

定义 2.8 设 (zo,yo) 是 系统 (2.1) 的 奇 点 ， 作 闭 曲线 入 使 其 上 
不 含 奇 点 ， 内 部 包含 唯一 奇 点 (ZT0,y0). 把 向 量 场 (2.55) 洛 N 的 
旋转 度 定义 为 奇 点 (x0, 2p) 的 指标 . 
注 由 推论 (2.11) 可 知 ， 此 定义 不 依赖 于 曲线 入 的 选取 , 


定理 2.13 系统 (2.1) 的 结 点 (包括 退化 结 点 、 临 界 结 点 )， 俯 点 
和 中 心 的 指标 为 十 1, 鞍点 的 指标 为 一 1. 

证 明 ”在 临界 结 点 和 鞍点 时 ， 例 2.6 已 从 几何 直观 上 给 出 证 明 . 

现 用 分 析 的 方式 证 明 . 不 妨 设 奇 点 为 0(0,0). 对 应 的 系统 为 


=ar+byt+P(rz,y) = P(r,Yy), 
y=cr+dy+ Q(z,y) = Q(z,Y), 


其 中 ad 一 be 关 0 已 (cg 9atz,y) 是 从 二 次 项 开始 的 多 项 式 
或 罕 级 数 ， 0O(0,0) 是 双 曲 奇 点 . 
以 O 为 圆心 ， 5 为 半径 作 圆 周 Ne. 令 工 = 0cos0，3 = 
6sin9, 则 
1 /2 PdQ - QdP 
a 
| fa A(0)dB(6) ~ B(b)d4(9) — éF(6,0)d9 
去 人 4)+520)+6G(50) i! 
其 中 A(0) = acos0+bsinb B(0) = ccos0 + dsin0, F(6,0), 
G(6, 0) 是 以 cos 9，sin 9 的 多 项 式 为 系数 的 关于 6 的 寡 级 数 ， 且 
当 6 二 0 时 ，(6, 旭 = 0(1), G(6,9) = 0O(1). 由 奇 点 指标 的 定 
,80 . 


义 知 ， 对 任意 的 6 (Ns 内 只 含有 唯一 奇 点 0),js = jo ( 奇 点 O 的 
指标 ). 又 在 [0,2r] 内 ， 4(0) 十 B2(0) 关 0. 因此 ， 当 6 充分 小 
时 ， 被 积 函数 关于 5 连续 ， 于 是 jimjs = jo. 即 奇 点 O(0,0) 的 


指标 
1 [ 4(0)dB(0) - B(0)d4(0) 
0 zrh A2(0) + B2(0) 
ad 一 bc f2" d0 
8 Jo A2(0) + B?(0) 
由 于 指标 jo 是 整数 ， 故 当 a,b, c,d 连续 变化 ,而 ad 一 bc 关 0 
时 ， 加 始终 不 变 . 当 ad -pc >0 时 , 若 ad>0, 取 8=c== 
ee. ad 12r db 
0， a=d 得 n= 宅 / 一 二 1. 若 ad < 0, 必 有 一 bc > 0, 取 
2x Jo ad 
a=d=0,65b=-c 得 jo0=1. 当 ad-bce<0 时 , 若 ad<0, 取 
b=c=0, a= 一 d, 得 到 ;jo= 一 1; 车 ad> 0, 必 有 一 bc < 0, 取 
a 二 d 二 0,b=c, 则 亦 有 jo0= 一 1. 
由 于 ad - bc > 0, 对 应 着 奇 点 O 是 结 点 (包括 退化 结 点 ， 临 
界 结 点 ), 焦点 或 中 心 的 情形 ， ad 一 pc < 0, 对 应 着 奇 点 O 是 鞍 


证 毕 
初等 奇 点 按 指标 可 分 为 两 类 ， 鞍 点 (saddje) 与 非 鞍 点 (anti- 
saddle), 西方 学 者 常 运用 这 一 名 称 . 
推论 2.14 ” 闭 轨 线 内 车 有 唯一 奇 点 ， 则 一 定 是 非 闭 点 . 
当 ad 一 be = 0 (包括 线性 项 不 出 现 的 情况 ) 时 ， O 为 高 阶 奇 
点 . 一 般 说 , 它 的 指标 可 以 取 任 何 整 数值 ， 在 某 种 程度 上 也 反映 了 
奇 点 邻近 轨 线 的 复杂 性 态 . 
定理 2.15 ” 设 闭 曲线 N 上 无 系统 (2.1) 的 奇 点 ， 且 和 NW 内 包含 有 
限 个 孤立 奇 点 ， 则 向 量 场 (2.55) 关于 和 的 旋转 度 等 于 N 包围 的 
81 . 


所 有 奇 点 的 指标 之 和 , 

证 明 设 N 包含 有 限 个 奇 点 ， 如 图 2.18 中 为 三 个 奇 点 .在 每 一 
个 奇 点 外 围 作 一 个 小 的 闭 曲 线 , 使 其 内 只 含 一 奇 点 , 且 互 不 相交 ， 
并 用 线段 或 曲线 将 每 个 闭 曲 线 与 N 连结 起 来 . 如 从 4 点 出 发 沿 
箭头 方向 运动 再 回 到 4, 走 过 的 路 线 就 构成 一 条 闭 曲 线 NV'. 且 其 
内 部 无 奇 点 . 


从 而 


@ 
a 一 二 0. 
人 ， arctan Pp 


又 在 4B, 41B1, 42B。 上 的 线 积分 为 零 ， 因 此 


8- (fh +h rh )4arctons 
darctan — = 十 十 darctan —. 
人 oan P Ni N2 Ns Pp 


由 指标 定义 知 ， 向 量 场 (2.55) 沿 NN 的 旋转 度 等 于 它 所 包围 的 所 
有 奇 点 的 指标 之 和 . 


证 毕 
例 2.8” 现 从 几何 直观 上 证 明 系 统 
2 
TY (2.56) 
y=Yy 
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的 奇 点 O40; 0) 的 指标 为 零 . 
证 明 ” 奇 点 O 的 特征 根 为 和 1 = 0，X2 = 1, 它 是 李 雅 普 诺 夫 型 
奇 点 . 由 第 3 节 最 后 的 结论 知 ，O 是 鞍 结 点 ， 对 原 系统 作 小 摄 动 


t=7-y~e, (e>0)， 


| (2.57) 
y=Yy. 


它 有 一 鞍点 4( 一 Ye,0), 指标 为 -1 和 一 结 点 B(Ve,0), 指标 为 
十 1. 任 取 一 包含 4,B 的 闭 曲 线 N, 由 定理 2.14 知 ， 系 统 (2.57) 
关于 六 的 旋转 度 为 0. 当 e 忆 0 时， 4 与 BB 重合 为 鞍 结 点 O. 
因此 O 的 指标 为 0. 
证 毕 
最 后 ， 简 要 介绍 一 下 Bendixson 公式 . 


(a) {b) (©) 


图 2.19 


定义 2.9 在 奇 点 O 的 充分 小 邻 域 Ss(O) 中 ， 落 存在 某 扇形 区 
域 G, 使 得 系统 (2.1) 从 其 中 任 一 点 出 发 的 轨 线 有 : 
(a) 当 上 一 +oo 时 , 本 线 一 闯 进 入 奇 点 , 另 一 稿 离开 G 门 S5(O)， 
则 称 G 为 抛物 扇形 ， 如 图 2.19(a); 
(b) 当 | 一 十 oo 时 ， 轨 线 两 端 都 进入 O, 则 称 G 为 实 圆 遍 
形 ， 如 图 2.19(b); 
. 83 . 


(0) 当 全 二 +oo 时 ， 轨 线 的 两 端 都 离开 GS5(O), 则 称 
G 为 双 曲 扇形 ， 如 图 2.19(c). 


定理 2.16 ”对 于 二 维系 统 (2.1), 设 P(z,g),Q(z,y) 在 原点 O 
的 邻 域 中 是 z;3y 的 解析 函数 , 且 O 是 (2.1) 的 孤立 奇 点 . 令 有 ,Ee 和 
了 分 别 是 系统 (2.1) 在 原点 O 的 充分 小 分 域 中 的 双 曲 扇形 、 椭圆 肩 
形 和 抛物 扇形 的 个 数 ，J 是 奇 点 O 的 指标 , 则 有 下 列 Bendixson 
公式 
J=1+ 一 
用 此 公式 ， 可 以 证 明 例 2.4 中 的 三 个 系统 在 奇 点 O 的 指标 分 
别 为 Ji =2, (2 = 2，j8) = 0. 
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第 三 章 平面 系统 的 极限 环 


除了 奇 点 以 外 , 另 一 类 特殊 的 轨 线 就 是 闭 轨 . 而 在 第 二 章 中 我 
们 已 经 看 到 ,平面 系统 具有 中 心 时 , 就 出 现 了 一 系 闭 轨 ， 即 使 是 很 
简单 的 线性 系统 ， 例 如 2 = 一 y,y = 2, 也 会 出 现 这 种 情况 ， 本 
章 主要 研究 的 对 象 是 一 种 特殊 的 闭 轨 线 ， 它 在 线性 系统 中 不 会 出 
现 ， 而 是 某 些 非 线 性 系统 所 特有 的 ， 这 就 是 极限 环 . 为 此 ， 先 看 下 
列 例子 , 


例 3.1 考虑 平面 系统 


t= y+ hurr + 1), 


(3.1) 
y=7+uy(r2 + ~ 1), 


其 中 jy > 0 为 实数 .对 它 利 用 极 坐 标 显然 更 为 有 利 . 令 z = 
rcos0 y= 二 7sin0, 则 (3.1) 化 为 

T 一 pr(r” 1), 

。 3.2 

pl (3.2) 
这 是 两 个 0,7 分 离 的 一 阶 方程 ， 都 易于 积分 . 由 0 = 1 积分 得 
0 = t 十 c, c 为 任意 常数 . 说 明 9 随 的 增 大 而 增 大 ， 即 所 有 轨 线 


， 均 绕 原点 道 时 针 无 限 旋转 . 至 于 7 随 t 的 变化 规律 , 可 由 (3.2) 的 


第 一 个 方程 积分 得 到 , 但 表达 式 并 不 是 很 简单 的 . 我 们 宁可 用 如 下 


定性 方法 来 分 析 . 先 设 j > 0. 由 方程 易 见 了 = 0, 当 7 = 0, 1 时 ; 
>> 0, 当 r > 1 时 ; ?< 0, 当 7 <1 时. 说 明 系 统 有 两 个 特殊 的 解 
7 三 0 和 "=1. 前 者 对 应 于 奇 点 (0,0). 解 7 = 1,0 = 上 十 c 则 对 
应 于 一 条 闭 轨 ， 其 它 轨 线 均 非 团 ， 而 是 螺 线 ， 当 初 值 点 在 加 7 = 1 
之 外 ， 即 7 > 工时，r 随 t 增 大 而 增 大 ， 故 螺 线 向 外 盘旋 ， 当 初 
值 点 在 7 < 1 内 时 ，r 随 t 增 大 而 减 小 ， 螺 线 向 内 盘旋 ， 得 出 轨 
线 图 3.1(a). 对 有 < 0, 则 ?的 符号 与 上 述 相反 ， 故 t 增 大 时 轨 线 
的 盘旋 向 外 与 向 内 也 反 过 来 ， 得 图 3.1(b). 不 管 4 > 0 或 kn<0 
时 ， (3.1) 均 以 7 = 1 为 一 条 孤立 的 闭 轨 线 ， 它 两 侧 的 轨 线 均 为 
绕 其 盘旋 的 螺 线 .这 条 特殊 的 闭 轨 线 就 称 为 极限 环 . jy > 0 时 两 
侧 轨 线 正身 远 离 它 ， 上 < 0 时 为 两 侧 轨 线 正 向 趋向 于 它 . 


(a) (b) 
图 3.1 


例 3.2 ”电子 学 振动 中 的 van der Pol 方程 
t+ u(r2—1)i+r=0. 


依 实际 意义 ， 参 数 J > 0. 引入 变量 y = 2 可 将 上 述 二 阶 方程 化 
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为 如 下 平面 系统 


r=Yy, 


y= -z+u(1— rz)y. B33) 


后 面 将 用 定性 方法 证 明 ， 对 每 一 /4 > 0, 系统 (3.3) 存在 唯一 的 一 
条 闭 轨 线 .当然 这 条 闭 轨 线 所 对 应 的 周期 解 z = p(t), y = w(t) 
的 分 析 表 达 式 是 得 不 出 的 , 但 可 用 种 种 数值 方法 求 出 它 的 近似 . 当 
4 很 小 时 ,此 闭 轨 很 接近 阅 z2 2 = 4 (在 第 五 章 中 证 朋 这 一 点 ). 
而 A 越 大 时 ， 从 数值 结果 可 以 看 出 其 图 形 越 显 怪异 .但 轨 线 的 定 
性 结构 和 图 3.1(b) 相似 ， 除 这 一 闭 轨 外 ， 其 它 轨 线 当 上 一 十 co 
时 都 盘旋 逼近 此 闭 轨 . 在 实际 的 电学 振动 中 , 这 条 闭 轨 代 表 了 一 个 
稳定 的 周期 运动 ， 从 其 它 任何 初始 位 置 (不 在 此 闭 轨 上 ) 出 发 的 振 
动 ， 当 上 一 十 co 时 都 趋向 于 这 一 稳定 的 周期 振动 . 可 以 说 ， 这 一 
事实 是 现代 电器 工作 的 一 个 基本 原理 . 

在 物理 、 力 学 、 工 程 、 生 态 以 至 于 经 济 等 许多 应 用 领域 ,极限 
环 都 有 着 明确 的 实际 意义 ， 本 书 以 下 也 会 举 出 一 些 例子 说 明 这 一 
点 , 这 充分 说 明了 极限 环 在 应 用 方面 的 重要 意义 , 而 在 平面 定性 理 
论 中 , 极限 环 的 存在 与 否 , 唯一 性 及 个 数 等 等 的 研究 对 于 非 线 性 系 
统 的 轨 线 的 大 范围 性 态 的 分 析 也 是 至 关 重 要 的 ， 因 此 本 章 将 系统 
地 加 以 前 述 . 

与 此 密切 相关 ,著名 数学 家 D.Hilbert 在 1900 年 的 首届 国际 
数学 家 大 会 上 提出 了 有 名 的 23 个 数学 问题 ， 其 中 的 第 16 问题 的 
后 半 部 分 就 是 围绕 极限 环 的 ， 它 是 说 ， 对 于 给 定 的 n 次 多 项 式微 
分 系统 

过 一 P(x, Y), 
y = Qn(r,Y), 
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其 中 让, Qn 为 ,yy 的 实 系数 n 次 多 项 式 ， 在 (z,y) 平面 上 此 系 
统 最 多 有 多 少 个 极限 环 ? 它们 的 位 置 分 布 如 何 ? 长 期 以 来 ， 这 一 
问题 吸引 了 许多 数学 家 的 兴趣 ， 其 困难 程度 也 困扰 着 人 们 . 为 了 解 
决 这 一 难题 ， 已 出 现 了 大 量 的 研究 论文 ， 其 中 也 不 乏 很 优秀 的 成 
果 , 在 很 大 程度 上 促进 了 定性 理论 的 发 展 . 但 这 一 问题 离 彻 底 解 决 
还 有 很 大 距离 ， 即 使 当 n = 2 这 个 最 简单 的 非 线性 情况 (这 时 微 
分 系统 简称 为 二 次 系统 ), 极限 环 的 最 多 个 数 问题 仍 悬 而 未 决 ， 关 
于 这 方面 的 部 分 研究 工作 ， 我 们 将 在 有 关 处 适当 给 予 介绍 . 


41 ”极限 环 的 重 次 与 稳定 性 
考虑 平面 自治 系统 


t= P(z,Y), 
y 一 Q(z, y). . 


设 P,Q 在 区 域 G C IR? 上 为 C” 函数， 为 了 便于 下 面 讨论 的 展 
开 ， 有 时 须 设 ” 足够 大 ， 甚 或 已 Q 为 解析 的 .首先 给 出 以 下 定 
义 . 
定义 3.1 系统 (3.4) 的 孤立 团 轨 线 工 称 为 极限 环 , 亦 即 存在 
的 环 状 邻 域 U, 使 在 U 内 (3.4) 不 存在 央 于 工 的 闲 轨 线 . 若 U 内 
的 其 它 轨 线 当 上 二 一 十 oo 人 (或 二 僵 一 00) 时 都 盘旋 逼近 于 二, 则 称 也 
为 稳定 (或 不 稳定 ); 若 UV 内 上 两 侧 的 轨 线 一 侧 当 二 一 十 co 时 
通 近 于 L, 另 一 侧 的 轨 线 当主 一 一 co 时 逼近 于 二, 则 称 工 为 半 稳 
定 极限 环 . 

车 在 区 的 任何 环 状 邻 域内 既 有 非 闭 轨 线 , 又 有 凡 于 二 的 用 轨 
线 ， 则 称 工 为 复合 环 ( 当 P,Q@ 为 解析 却 数 时 ， 由 下 面 的 推导 允 
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(3.4) 


于 说 明 (3.4) 不 存在 复合 环 ); 车 有 一 系 闭 轨 线 充满 一 个 环 状 区 域 
(也 包括 一 系 闭 轨 围绕 一 中 心 的 情况 ), 则 称 此 一 系 闭 轨 为 周期 环 . 
为 了 研究 极限 环 上 邻近 的 轨 线 的 性 态 ， 如 同上 一 章 判 别 中 心 
焦点 时 的 做 法 ， 在 上 邻近 我 们 设法 引入 Poincaré 映射 或 后 继 函 
数 ， 为 此 在 工 上任 取 一 点 书 它 必 为 (3.4) 的 常 点 ， 过 P 作 一 线 
段 4 使 它 不 与 虐 相 切 , 例如 可 取 工 在 处 的 法 线段 由 于 (3.4) 
右 端 所 定义 的 向 量 场 (P,Q) 关于 (zx,y) 的 连续 性 ， 只 要 适当 
短 ， 则 在 ! 上 每 一 点 的 切 向 均 不 与 (已 @) 相 切 这样 的 线段 ! 就 
称 为 (3.4) 的 无 切线 段 . 
今 在 1 上 PP 点 邻近 ， 利 用 (3.4) 的 轨 线 确定 一 个 点 映射 ， 如 
下 : 
对 上 的 任 一 点 M， 只 要 足够 接近 P, 由 解 对 初始 位 置 的 连 
续 依 赖 性 知 (3.4) 的 正 半 轨 必 保持 在 区 的 邻近 ， 因 而 与 ! 将 再 次 
相交 于 PP 邻近 的 一 点 M', 如 图 3.2 (a) (其 中 设 工 为 正定 向 ). 如 
此 确定 的 ! 上 由 点 M 到 M' 的 映射 就 称 为 上 邻近 的 Poincaré 
映射 ( 简 记 为 已- 映射 )， 


(a) 
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为 便于 以 下 分 析 计 算 ， 取 “为 工 在 书 点 的 法 线段 ， 并 在 其 
上 丛书 出 发 取 定 一 有 向 距离 n, 即 若 M 在 外 法 线 上 ,m 为 正 ; 车 
M 在 内 法 线 上 则 n 为 负 ， PP- 映 射 可 表 为 了 :mr f(n), 其 
中 f(n) 为 点 M 到 卫 点 的 有 向 距离 ， 如 讨论 中 心 焦点 问题 时 一 
样 ， 称 函数 

dn) = f(n)—n 


为 工 的 后 继 函数 , 设 已 Ce Cr 时 ， 它 也 是 Cr 类 函数 

显然 d(0) = 0, 即 n = 0 为 f(n) 的 不 动 点 ， 它 对 应 于 闭 轨 线 
,更 一 般 地 ， 对 上 的 邻 域 ， 过 ! 上 的 点 Mo (对 应 于 n= mo) 出 
发 的 轨 线 为 闭 轨 Lo 的 充 要 条 件 是 dtno) = 0, 即 或 no 为 的 不 
动 点 ， 它 也 包括 no = 0 时 Lo 即 为 上 这 一 特殊 情况 .由 d(no) 
的 符号 可 确定 Lo 的 稳定 性 ， 易 证 下 列 结论 : 

设 d(no) = 0, d'(no) < 0( 或 > 0) 则 Lo 为 稳定 (或 不 稳定 ) 
极限 环 ， 若 d(no) = 0, 则 要 继续 考虑 d"(no) 的 符号 ， 一 般 地 , 
若 有 正 整数 上 < m, 使 


d(no) = d (mo) = = dH Dno), d®) (no) #0, 
则 称 Lo 为 上 重 极限 环 . 有 = 1 时 称 Lo 为 单 重 极限 环 ， 由 后 继 
国 数 的 Taylor 展开 式 
d(n) = Hd (no)(n — no) + o((n — no)t) 

可 以 看 出 ， 重 数 上 越 大 ， 则 Lo 邻近 的 螺 线 的 螺 距 就 越 小 ， 即 越 
密集 ， 就 像 细 焦 点 的 阶 数 越 高 的 情况 一 样 ， 同 时 着 d*(no) 天 0, 
为 奇数 ， 则 和 = 1 的 情况 一 样 ,|n 一 no| 充分 小 时 ， d(n) 随 
n> no 和 nn < no 而 改变 符号 ， 故 两 侧 稳 定性 相同 即 有 : 若 
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de(no) < 0 (或 > 0) 则 Lo 为 稳定 (或 不 稳定 ) 的 大 重 环 ， 但 若 
k 为 偶数 ， 则 Lo 两 侧 的 稳定 性 相反 ， 因 此 偶 重 环 必 为 半 稳 定 环 , 

通过 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ， d'(no)( 或 第 一 个 不 等 于 零 的 
d(o(no)) 的 符号 确定 了 Lo 的 稳定 性 及 重 数 . 而 后 继 函数 d(n) 是 
由 (3.4) 的 轨 线 确定 的 ， 因 此 下 面 将 通过 较 复杂 的 计算 , 用 P,Q 
及 其 导数 来 决定 (no) 的 符号 ， 为 简单 起 见 ， 考 虑 no = 0 即 闭 
轨 工 的 情况 . 

设 工 是 方程 (3.4) 的 负 定 向 闭 轨 线 (正定 向 时 类 似 ), 其 方程 
为 


T= p(s), y= ps), 


其 中 s 是 从 工 上 某 固 定点 量 起 ， 沿 负 定 向 到 点 (z,9) 的 弧 长 . 设 
工 的 弧 长 为 工 , 则 2(s),%(s) 是 以 了 为 周期 的 周期 函数 在 上 的 
足够 小 环 状 邻 域内 可 如 下 建立 局 部 坐标 〈s,m). 对 此 邻 域 内 任 一 点 
M, 作 上 的 法 线 与 上 相交 于 点 Ps 即 为 卫 到 固定 点 的 纺 长 ,n 
为 线段 MP 的 有 向 长 度 ， 当 M 在 上 的 外 邻 域 时 ,n 取 正 值 ， 当 
MM 在 工 的 内 邻 域 时 ,mn 取 负 值 ， 为 了 导出 (s,n) 之 下 的 微分 方 
程 ， 现 给 出 点 M 的 坐标 (2,9) 与 (8,n) 的 关系 .由 图 3.2(b) 知 


OM -OP+PM 
= (p(s) 了 +9%(s) j) + n(—w(s) 1 + (s) 了 ) 
于 是 
z=9p(s) ny(s), y=bs)+np(s), (3.5) 


而 Po = P(p(s),(s)), Qo = QUP(s) Vs)) 将 (3.5) 代入 方程 
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(3.1) 得 


d 
dy WS) + Ps) + npg"(s) 


dr d 
一 wy 天 一 ms) 
_ pe(s) 一 rp (ss) 十 np'(s)) 
Plp(s) — np’'(s), p(s) + np (s)) 
由 此 解 出 
dn _ Qo -Py -npPo tOY) 
ds 一 PoTow 一 F(s, n), (3.6) 
其 中 
yp"(s) = 一 a IP + PQo(Qyo — Pzo) — QE Po), 
1 Po 
(8s) = -rr Oot? 020 + PoQo(Qyo — Pzo) — QE Pn), 


Pzo, Pyo, Qzo, Qyo 表示 P,Q 的 偏 导数 在 n = 0 的 值 . 
由 于 9, 作 是 s 的 周期 函数 ， 因 而 (3.6) 是 以 n 为 未 知 函 数 ， 
s 为 自 变量 的 周期 系数 非 线性 方程 显然 F(s,0) = 0, 在 s=0 
时 ， 从 n = 0 出 发 的 解 是 n 三 0, 即 为 极限 环 二 . 当 P,Q 关于 
z;y 有 连续 一 阶 偏 导数 时 ， (sm) 关于 n 有 一 阶 连续 偏 导数 . 
于 是 ， (3.6) 可 化 为 
dm 


ZT Fl(s,n)ln=0. n+ o(n), (3.7) 
其 中 
Fi (s,n) _B Qy0 ~— PoQol Pyo + Ya0) + Q2 Poo 
n=0 (P? 十 Q2)¥ 
= H's), 


易 知 及 (s) 为 方程 (3.4) 的 轨 线 工 的 正 交 轨 线 在 PP 点 的 曲率 . 方 
程 (3.7) 的 一 次 近似 方程 为 


让 三 鼠 (9) 


它 在 s =0 时 , 从 n= mo 出 发 ( 即 n(0) = no) 的 解 见 三 ms,mo) 
为 


n= noeh Hls as . (3.8) 


设 闭 轨 线 上 的 弧 长 为 岂 则 豆 (s) 沿 闭 轨 线 上 的 积分 


‘yy a 了 1 
人 (s) =/ P+ 


-[P} Qyo 一 PoUPno 十 Qz0) 十 QP,oldt 


-人 [Po+ eu 


_P?Pzo + PoQolPyo + Qz0)+ Cool 
Pi +3 
1 ad(P? + Q0) 


T 
二 P. dt— = 
[i 0 + Qy0) 2 PTO 


人 
= [ (Pro + Quo) dt. 
(3.9) 
定理 3.1 车 洛 着 方程 (3.4) 的 闭 轨 线 虐 的 曲线 积分 
oP 69 
人 
则 工 是 稳定 (或 不 稳定 ) 的 极限 环 . 
证 明 ” 设 闭 轨 线 二 的 周期 为 T, 长 度 为 上 对 (3.7) 从 0 到 1 积分 


i ?7 l 
on [ H(s)ds+ / on) ds， 
0 0 nN 


0 也 


)at <0(>0), 
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则 有 


i i oln 
n(l,no) = noelo H(s)dselo ds 


从 而 ， 后 继 函 数 


! 1 o(n 
d(no) 一 n(l, no) 一 m0 一 nofe H(s)ds oho A ds 1]. 


显然 d(0) = 0, 而 


d'(0) = = Jim d(no) — d(0) 一 eh H(s)ds _ 1 


?0 一 0 no 


由 (3.8) 及 (3.9) 式 知 ， 当 


[ (于 + 及 ) > 0 


时 ， 有 d (0) < 0 (> 0). 因此 ， 工 是 稳定 (不 稳定 ) 的 极限 环 . 
证 毕 
由 于 (3.9) 在 判断 极限 环 的 稳定 性 中 起 着 重要 的 作用 , 我 们 称 


ACG 


为 极限 环 工 的 指数 或 特征 指数 ( 它 实 际 上 就 是 -映射 的 特征 
指数 ), 记 做 Yo. 

当 xo 头 0 时 ， 了 是 单 重 极限 环 ， 当 Yo = 0 时 ， 工 可 能 是 多 
重 极限 环 、 复 合 环 或 周期 环 等 ， 在 P,Q 为 适当 高 次 连续 可 微 的 条 
件 下 ， 可 进一步 计算 (3.7) 右 端 关于 n 的 二 次 或 二 次 以 上 的 项 ， 
以 得 出 d”(0), dG)(0) 等 的 表达 式 . [Tk] 曾 给 出 有 关 计 算 结果 ， 
例如 必 (0) 是 PQ 以 及 它们 直到 二 阶 偏 导数 的 一 个 复杂 的 组 合 
式 沿 卫 的 曲线 积分 ， 详 见 原文 .因为 表达 式 极其 复杂 ， 故 对 于 定 
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性 分 析 意 义 不 大 .但 从 近似 计算 的 角度 ， 则 可 用 它 来 判定 过 是 否 
恰 为 二 重 极限 环 【只 需 计算 出 & (0) 关 0), 例如 [YL] 文中 曾 作 过 


82 ”极限 环 的 不 存在 性 、 存 在 性 判别 法 
2.1 ”不 存在 极限 环 的 判别 法 


首先 介绍 几 个 关于 系统 (3.4) 不 存在 闭 轨 线 的 判别 法 则 . 


定理 3.2 (Poincaré 切 性 曲线 法 ) ” 设 耻 (x,Y) 一 C 为 一 曲线 
族 ， 且 (ZY) E C1(G), 而 情 沿 着 方程 (3.1) 的 轨 线 关于 七 的 
全 导数 

dF OF dr BF dy ,oF 6F 

一 可 10 
在 G 中 保持 党 号， 且 曲 线 族 矿 (Z,Y) 二 C 与 (3.4) 的 轨 线 相 切 的 
曲线 


( 称 之 为 (3.4) 的 切 性 曲线 ) 中 不 含 系统 (3.4) 的 整 条 软 线 ， 则 方 
程 (3.1) 不 存在 全 部 位 于 G 内 的 闭 轨 线 与 只 含 一 个 奇 点 的 奇 闭 轨 
线 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 假设 方程 (3.4) 有 位 于 G 电 的 闭 轨 线 或 只 含 一 
个 奇 点 的 奇 闭 轨 线 五. 对 (3.10) 式 沿 着 工 按 增加 的 方向 积分 一 


周 ， 得 到 yp gp 
dF 
一 一 一 二 -一 一 一 一 一 
生 PE +o 
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由 下 (x,Y) 的 单 值 性 知 ， 上 式 左边 等 于 零 ， 而 右边 的 被 积 函数 在 二 
上 常 号 且 不 恒 等 于 零 ， 因 而 右边 的 积分 不 等 于 零 ， 矛 导 . 

证 毕 
定理 3.3 (Bendixson) ”假设 方程 (3.4) 的 发 散 量 2 十 3 在 
单 连通 区 域 G 中 保持 常 号 ， 且 不 在 G 的 任何 子 区 域 中 恒 等 于 堆 ， 
则 (3.4) 不 存在 全 部 位 于 G 中 的 闭 轨 线 与 只 含有 有 限 个 奇 点 的 奇 
闭 轨 线 . 
证 明 ”用 反 证 法 ， 首 先 假设 (3.4) 有 位 于 G 中 的 闭 轨 线 乙 , 它 的 
内 部 区 域 记 为 5. 因 G 是 单 连通 域 ， 由 Green 公式 得 


// 吉 Bdedy = (Pw — Qdz). (3.11) 


Ry 


从 定理 假设 知 ， 上 式 左 端 不 等 于 零 ， 而 右 端 等 于 零 ( 因 在 二 上 处 
处 有 Pdy = Qdz), 矛盾 . 

其 次 ， 设 工 是 奇 闭 轨 线 ， 由 于 在 奇 点 处 ， 9 无 定义 ， 因 而 
L 的 切线 方向 在 这 些 点 可 能 不 连续 ， 为 简单 起 见 ， 不 妨 设 工 上 只 
有 一 个 奇 点 0, 如 图 3.3. 以 光滑 弧 Y =4B (虚线 ) 代替 AOB 弧 


O 


图 3.3 


段 ， 得 到 一 条 闭 曲 线 L', 它 的 内 部 区 域 为 9, 在 其 上 应 用 Green 
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公式 得 ap 
| (项 + 副 ) Jdzdy = Pdy — Qdz 


= 站 


其 中 ds 表示 7 的 弧 单 位 元 ，“.” 表 示 向 量 的 内 积 . 当 7 与 4O 有 
弧 段 充分 接近 时 ， 上 式 左 端的 积分 值 就 与 (3.11) 式 左 端的 积分 值 
充分 接近 ， 而 右 端的 积分 的 绝对 值 可 以 小 于 任 一 事先 给 定 的 正 数 
e (由 于 在 O 点， 已 =Q =0 以 及 P,Q 连续 ) ,矛盾 . 

证 毕 
推论 3.4 “在 方程 (3.4) 的 闭 轨 线 或 只 含有 限 个 奇 点 的 厅 闭 轨 线 
工 的 内 部 区 域 5 上 的 积分 


|/ 十 drdy = 0. 


定理 3.5 (Dulac) 假设 G 是 单 连通 区 域 ， P(x, y), Q(z, y) GE 
C1(G), 且 存 在 函数 B(z,y) < C1(G), 使 得 


0 
庆 (BP)+ 吉 (B39) 


在 G 中 保持 常 号 ， 且 不 在 G 的 任何 子 区 域 上 恒 等 于 零 ， 则 方 
程 (3.4) 不 存在 位 于 G 中 的 用 轨 线 与 只 含有 有 限 个 奇 点 的 奇 闭 
轨 线 . 
只 需 在 定理 3.3 的 证 明 中 分 别 用 BP 和 BR 代替 请 和 Q@ 即 
可 得 到 本 定理 的 证 明 . 我 们 称 函 数 B(x,y) 为 Dulac 函数 . 
例 3.3 考虑 系统 
=20y 2 Y= 二 一 仿 十 访 . (3.12) 
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由 于 


saP 69 8 3 9, ， ,3 
+ -~ 一 (9 -一 (一 一 
于 十 页 Bz( 2 二 7 ) 二 丽人 Z 十 Y 一 办 十 信 ) 


=1+3(r2+y)>0. 


故 系统 (3.12) 在 全 平面 没有 闭 轨 线 和 只 含有 有 限 个 奇 点 的 奇 闭 轨 
线 . 


例 3.4 考虑 平面 自治 系统 


Z =Y, 


3.13 
y= ~ar— bytcer+dy, (3.13) 


其 中 心头 0，0, cd 是 任意 常数 . 
由 于 


当 qd = 0 时 ， 由 Bendixson 方法 知 ， 系 统 (3.13) 在 全 平面 无 闭 
轨 线 或 奇 闭 轨 线 ， 当 d 对 0 时 ， 系 统 (3.13) 的 发 散 量变 号 ， 因 而 
Bendixson 方法 在 此 失效 ， 取 Dulac 函数 


B(z,y) = ez， 


于 有 oa(BP) 9(B 
a(BP) ) 十 OBQ) 9) =—be 2 B80. 
Or Ovy 
所 以 ， 系 统 (3.13) 在 全 平面 没有 闭 轨 线 或 奇 闭 轨 线 . 
注意 ， 当 = 0 时 ， 系 统 (3.13) 是 可 积 的 ， 它 有 通 积分 
1 2 1 2 1 3 rm >、 二 J 
3Y + 307 3cz =C, 当 4 =0 时 ， 
，98 . 


或 


C 9 1 ec 
zZ2 十 (未 一 本 )z 二 a (3 一 a) = C'e2d， 当 d 隆 0 时 . 


c 
d 
其 中 C" 为 任意 常数 ， 因而， 系统 (3.13) 当 b = 0 时 可 能 有 闭 轨 
线 . 


y+ 


选取 适当 的 Dulac 函数 以 判定 具体 系统 不 存在 闭 轨 线 是 一 很 
有 效 的 方法 ， [Yel] 中 有 不 少 复杂 的 例子 . 
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定理 3.6 著 5 十 责 


Pdy — Qadz = 0 


三 0, 即 方程 


是 全 微分 方程 ， 则 系统 (3.4) 无 极限 环 . 
证 明 ” 设 系统 (3.4) 的 通 积分 为 


P(r,Yy) = 0O, 


且 存 在 常数 C*, 使 得 鲁 (z,y) = C” 对 应 于 (3.4) 的 一 个 极限 环 
工 . 对 任 一 异 于 工 的 轨 线 量 (7, 四 二 C, 则 C 关 C”*, 即 C 一 C" 是 
确定 的 非 零 常数 ， 当 t 二 +oe( 或 -00) 时 ， 该 轨 线 不 能 趋 于 了 . 
否则 ， 由 连续 性 将 导致 C = C0”, 矛盾 . 

证 毕 
2.2 极限 环 的 存在 性 


首先 给 出 系统 (3.4) 存在 极限 环 的 两 个 基本 的 结果 , 其 证 明 留 
待 下 章 介绍 极限 集 理论 时 给 出 . 


定理 3.7 设 民 是 一 环形 区 域 ， 其 内 部 及 边界 上 不 含 (3.4) 的 奇 
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入 (或 跑 出 ) 民 , 则 民 内 至 少 存在 系统 (3.4) 的 一 条 稳定 (或 不 稳 
定 ) 的 极限 环 . 


定理 3.8 ”如果 系统 (3.4) 的 轨 线 在 单 连通 区 域 刀 的 边界 上 总 是 
自 外 向 内 (或 自 内 向 外 ), 又 在 DD 内 只 有 系统 (3.4) 的 不 稳定 (或 
稳定 ) 的 焦点 或 结 点 ， 则 D 内 至 少 存在 系统 (3.4) 的 一 条 稳定 (或 
不 稳定 ) 的 极限 环 . 

对 具体 系统 如 能 构造 出 满足 上 述 条 件 的 环 域 ， 即 可 得 知 该 系 
统 存在 极限 环 . 上 述 结论 通常 称 为 环 域 定理 . 


例 3.5 证明 van der Pol 方程 


dr _ dy _ 2 
HY H+thl- 2)y (3.14) 


当 >0(<0) 时 存在 稳定 (不 稳定 ) 的 极限 环 , 

证 明 ”系统 (3.14) 有 唯一 的 奇 点 O(0,0), 当 j > 0 (< 0) 时, 它 

是 不 稳定 (稳定 ) 的 焦点 或 结 点 ， 由 定理 3.8 知 ， 只 需 作出 一 条 适 

当 的 外 境界 线 . 下面 就 4 > 0 的 情况 来 作出 含 O 的 单 团 曲线 工 ， 

使 系统 (3.14) 的 轨 线 与 上 相交 时 ， 都 从 工 的 外 部 进入 内 部 (对 

于 /< 0, 可 通过 变换 元 = 一 x, t= 二 一 t 化 为 4 > 0 的 情况 ). 
系统 (3.14) 的 水 平等 倾 线 由 曲线 


Q(zY) = -T+u(1— 72)y=0 


构成 ， 它 有 三 条 单 连通 分 支 D1, L2, [3, 相应 以 了 = 土 l, y = 0 为 
渐 近 线 (如 图 3.4). 

为 了 构造 环 域 的 外 境界 线 , 我 们 借助 微分 不 等 式 理论 , 在 不 同 
的 区 域内 ， 通 过 把 方程 (3.14) 中 了 的 右 端 格 去 某 一 项 以 得 到 可 
积 的 方程 . 求 出 相应 的 可 积 方程 的 积分 曲线 段 ,把 它们 以 及 某 些 等 
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倾 线 上 的 适当 弧 段 连接 起 来 以 构成 所 需 的 外 境界 线 ， 具 体 做 法 如 
下 : 
在 正 y 轴 上 取 一 点 4(0,yo), 考虑 方程 
d ad 
字 =Y, = (1 — x2)y. (3.15) 
过 4 的 轨 线 y = Hz 一 She 十 yo, 它 与 x = 工交 于 点 B(1,w)， 
其 中 级 = Sy + > yo- 在 AB 上 上 ， 


2 2 
-+p(l—~zx)y AU Ty zo 
y y y 
dy 虹 | 于 是 系统 (3.14) 的 轨 线 基 与 AB 相交 ， 
drl(314) dz (3.15) 


必 从 左 向 右 穿 过 AB, 如 图 3.4 所 示 . 
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再 过 B 作 以 原点 为 中 心 的 圆 弧 《 即 方程 军 =y, oY =—z 
的 轨 线 ), 它 交 正 z 轴 于 点 C, 在 BC 弧 上 ， 


一 Z 十 HUI 一 Z2)9 
y 


(= ey < 0, ( 当 y>0 时 ) 


从 而 系统 (3.14) 的 轨 线 与 BC 相交 时 都 从 左上 方 穿 到 右 下 方 ， 过 
C 作 铅 直线 段 与 水 平等 倾 线 [2 交 于 点 D, 在 CD 段 上 (3.14) 的 
轨 线 从 右 向 左 穿 过 它 . 
在 L2 上 万 的 左下 方 取 一 点 马 , 考虑 方程 

dr dy 

HY HTthy 
过 互 的 轨 线 ， 它 交 少 轴 于 下 由 于 

-+H TY -r+tpy_ 
y y 


系统 (3.14) 的 轨 线 与 EF 弧 相交 时 ， 都 从 右 方 穿 到 左 方 (在 7 
上 DE 段 亦 具 此 性 质 ). 

这 样 在 右 半 平面 已 作出 外 境界 线 弧 段 ABCDEF, 当 yo 增 
大 时 ， DD 在 Lz 上 向 右 移 ， 故 |yo| 减 小 ， 而 |ys| 也 可 取得 适当 
小 , 在 互 忆 弧 段 上 ，|yr|= |ys| 为 有 限 值 . 因此 可 取 yo 足够 大 ， 
使 ww > |ysl 这 时 4 关于 O 点 的 对 称 点 4 应 在 已 点 的 下 方 . 

由 于 方程 (3.14) 关于 O 点 为 中 心 对 称 ， 故 把 ABCDEF 关 
于 O 作 中 心 对 称 ， 得 到 弧 段 如 B'C'D/ EB' 忆 ,连同 y 轴 上 的 线 
段 TF 及 FA 组 成 的 单 闭 曲 线 就 可 作为 外 境界 线 ， (3.14) 的 
轨 线 穿 过 它 时 均 由 外 跑 向 其 内 部 ， 由 定理 3.8 知 (3.14) 在 其 内 至 
少 有 一 个 稳定 极限 环 (wk > 0 时 ). 以 后 将 证 明 ， 这 也 是 (3.14) 的 


一 HZ2 < 0， 
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唯一 极限 环 . 


2.3 Liénard 系统 极限 环 的 存在 性 
本 段 考 虑 比 van der Pol 方程 更 广泛 的 二 阶 非 线性 方程 : 
到 十 F(zZ)Z 十 g(Z) = 0. (3.16) 


它 在 变换 人 二 y 下 ， 可 化 为 二 维系 统 


t=y, y= -g(r)— f(r)y. (3.17) 
而 在 变换 
F(z) = [ “f(s)ds, y=£+ F(z) (3.18) 
下 ,方程 (3.16) 可 化 为 - 
=y—F(r), y=—g(7). (3.19) 


通常 方程 (3.16) 、 (3.17) 和 (3.19) 都 称 为 Liénard 方程 . 而 
称 变换 (3.18) 为 Liénard 变换 . 

本 段 之 所 以 介绍 Liénard 方程 ， 一 方面 是 其 本 身 在 实际 中 有 
很 多 重要 的 应 用 (如 非 线性 振动 理论 等 ). 另 一 方面 , 许多 多 项 式 系 
统 可 以 通过 适当 的 变换 化 为 Liénard 方程 ， 再 利用 关于 Liénard 
方程 的 结果 来 研究 多 项 式 系统 极限 环 的 存在 性 及 数目 等 ， 后面 将 
通过 具体 例子 介绍 如 何 把 多 项 式 系统 化 为 Liénard 方程 ， 并 研究 
它 的 极限 环 的 存在 性 、 唯 一 性 等 . 
定理 3.9 (A.V.Dragilev) ” 设 系统 (3.19) 满足 条 件 : 

(D zg(g) >0, zs #0; G(r) = 人 g(s)ds 满 R g(t00) = 
十 Oo; 
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(2) 当 |z| 充分 小 且 Z 关 0 时 ，zP(z) <0， 
(3) 存在 常数 M > 0, 及 如 ， ko (k1 > k2), 使 得 


F(x)>hki, T> M; F(x)<k2,z2<—M. 


则 系统 (3.19) 至 少 存在 一 条 稳定 的 极限 环 . 
证 明 ”这 里 改 用 黄 克 成 [Hu] 的 较 简 单 的 证 明 ， 本 定理 借助 定理 
3.7， 证 和 才 当 的 环形 区 生来 证 时 首先 构造 内 境界 线 ， 令 


A(z.y) = 一 + G(z), 


它 关 于 系统 (3.19) 的 全 导数 
d\ OMdr OM\dy 
三 二 丽 亚 “可 直 
=y(—g(2)) + 9(z)(y — F(z)) 
= —g(z)F(z). 
由 条 件 (1) 知 ， 入 (2,y) = C (C > 0) 表示 一 族 包含 原点 的 闭 曲 
线 , 又 由 条 件 (2) 知 , 在 原点 的 充分 小 邻 域内 ， 天 > 0. 因此 ， 3 
(3.19) 的 轨 线 与 位 于 原点 的 充分 小 邻 域内 的 亲 曲 线 A(z,Yy) = 
相交 时 ， 都 从 内 部 穿 到 外 部 . 福 坟 构成 了 环 并 区 城 的 内 认 办 
线 . | 
其 次 构造 外 境界 线 ， 不 妨 设 hl > 0, ka < 0, 令 


Al(Z， y) 一 也 + G(z), 


_ .2 
M2 (1,Y) = Y= 十 G(z). 


则 有 
= = g(z)(k1 — F(z)), 2 = g(7)(k2 — F(z)). 
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取 yo > 0, 使 yo > h 有 1， 一 yo < Ka, 且 对 区 域 
{(z 人: ~M<zr< M,y> vo} 


中 的 一 切 点 有 


一 9(Z) < ki1 一 ko 
y— F(z) 2M 


y— F(z) > 0， (3.20) 


而 对 区 域 
{(z,y): ~M<zr< M,y < —y} 
中 的 一 切 点 有 


y 一 F(z) <0, 2 二. 


— ko)? nn— ki}? 
1 = maxf to 7 2) ， ( 2 1) }. 
不 妨 设 向 > ho > 0 则 有 1 = 

构造 闭 曲线 T =ABCDA, 如 图 3.5, 其 中 AB 为 闭 曲 线 
和 (zy) = 1+ G(M) 位 于 直线 > = M 右 方 的 部 分 ， CD 为 
闭 曲线 Xa(z,y) =1+ G(-M) 位 于 直线 = = 一 M 左 方 的 部 分 ， 
4D, BC 是 直线 段 ， 由 曲线 了 的 作法 知 ， 


(yo + k1)? 


[I01B|= |02C], I014| = 102D), 
yc < VB = Yo, YA > yp > yo. 


一 一 dA 
在 定理 的 条 件 (3) 之 下 ,在 曲线 又 AB, CD 上 , 分 别 有 一 


ki—k 
< 0 22 < 0. 线段 4D, BC 的 斜率 为 7 (3.19) 的 轨 
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”dt 


线 与 线段 4D, BC 相交 时 ， 其 斜率 满足 (3.20) 式 ， 因 此 ， 系 统 
(3.19) 的 轨 线 与 曲线 T 相交 时 ， 必 从 工 的 外 部 进入 内 部 ， 这 就 构 
成 了 定理 3.7 中 环形 区 域 的 外 境界 线 ， 由 定理 3.7 知 ， 本 定理 的 
结论 成 立 . 
证 毕 
关于 Liénard 方程 闭 轨 线 的 存在 性 的 证 明 方 法 很 多 ， 结 果 也 
十 分 丰富 .其 中 结果 最 好 的 当 属 Fiippov 的 ， 他 在 几乎 最 弱 的 条 
件 下 证 明了 Liénard 方程 闭 轨 线 的 存在 性 


首先 引入 Filippov 变换 


a=a(®)=/ “g(aé, 


, (3.21) 
/ f(adé = F(z)= F(z1), £>0. 
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22 = Zz2(X) = | sas, 
| fs)ds = Fa) = F(z2), 4 <0 


在 此 变换 下 ,方程 (3.19) 当 x > 0 和 xz < 0 时 分 别 等 价 于 下 列 
方程 : 


dz dz dz 

一 二 (zz)-y, > 0， 

dy dr Wy 1(z)—Y (8.22) 
dz dz dz 


yy Ebi nk 2 > 0. 


Filippov 变换 的 思想 在 于 ， 通 过 变换 (3.21) 将 方程 (3.19) 的 左 
右 半 平面 的 轨 线 都 化 为 方程 (3.22) 在 (z,y) 平面 中 右 半 平面 的 轨 
线 . 再 对 (3.22) 的 两 个 方程 应 用 比较 定理 以 确定 (3.22) 的 轨 线 的 
相对 位 置 ， 最 后 回 到 (zx, y) 平面 就 可 以 构造 出 所 需 的 环形 区 域 的 
外 境界 线 . 


定理 3.10 (Filippov) ”假设 Liénard 方程 (3.19) 满足 条 件 
(1) zg(z) >0, + 0; G(+0%) = 土 oo; 
(2) 存在 6> 0, 0 <a < V6, 使 得 当 z€ (0,6) 时 ， 


F(z) < F(z), 得 Fi(z) # Fo(z), 
Fz) Savz, F(z2) > -avz; 


(3) 存在 20 > 6, 使 得 
上 "(F(z) — Fol))dz > 0， 
且 当 z > 20 时 ， 有 


Fi(2) 之 F2(z), Fi(z) > —aVz, Fo2(z) < aV zi 
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则 方程 (3.19) 至 少 存在 一 条 稳定 的 极限 环 . 
该 定理 的 证 明 较 为 复杂 , 这 里 从 略 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [Ye1l]. 


83 ”旋转 向 量 场 理论 


前 两 节 介绍 了 一 些 平面 自治 系统 极限 环 的 存在 性 和 稳定 性 的 
结果 . 实际 问题 中 产生 的 微分 方程 总 会 含有 适当 的 参数 ， 且 系统 的 
轨 线 会 随 参 数 的 变化 而 变化 ， 考 虑 含 参数 a 的 平面 自治 系统 


dz 
— 二 Pp 
at (2Z， vy, on)， 


(3.23) 
Y= Qe 0). 
这 一 节 讨论 当 参 数 a 变化 时 ， (3.23) 的 极限 环 随 之 而 变化 的 情 
况 ， 一 般 来 说 ， 问 题 其 为 复杂 .而 当 (3.23) 在 每 一 点 所 确定 的 向 
量 (P,Q) 随 a 变化 均 向 同一 方向 转动 时 ， 极 限 环 随 a 的 变化 而 
单调 地 运动 ， 因此 规律 性 较 易 掌 握 . 下 面 就 来 较 系统 地 介绍 这 方面 
的 主要 结论 . 
旋转 向 量 场 这 一 概念 最 早 于 1953 年 由 G.F.Duff 引入 ， 后 经 
G.Seifert, L.M.Perko 和 陈 翔 炎 等 加 以 改进 ， 推 广 为 广 义 旋转 向 
量 场 理 论 ， 首 先 介 绍 Duf 的 工作 . 
考虑 全 参数 的 系统 (3.23), 假设 它 只 有 孤立 奇 点 , 且 尸 Q,， < 


和 2 是 2,y 和 @ 的 连续 函数 ， 使 (3.23) 满足 初 值 解 的 唯一 性 


条 件 ， 把 (3.23) 所 确定 的 平面 向 量 场 (P(xz,y,Q), Q(z,y,Q)) 记 
为 F(a). 
定义 3.2 (Duf) ”车 当 a 在 [0, TI(T > 0) 中 变动 时 ， 向 量 声 
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(Qa) 的 奇 点 保持 不 动 ， 而 在 一 切 常 点 处 ， 恒 有 
P 0Q 
OP 2Q 
Ba Oo 
且 对 一 切 (z, ,看 在 正 函 数 1(z,y)， 使 得 


>0 (或 <0)， (3.24) 


P(z,y,a+T) = —kP(r,Yy,o), 


(3.25) 
Q(z, 72， CC 十 了 ) 一 —kQ(z, yy, a)， 


( 设 丁 为 使 (3.25) 成 立 的 最 小 正 数 ). 则 称 五 (a) 关于 a € [0,27) 
构成 一 旋转 向 量 场 的 完全 族 . 

定义 的 几何 解释 : 记 向 量 场 F(a) 与 x 轴 的 交角 为 6, 则 在 
一 切 和 常 点 处 ， 恒 有 0 = arctan 一 P; 故 


D00 1 


Ba Pi+Q? >0 (或 <0) 


P 
oP 0 
Oa Oa 


这 表明 向 量 场 F(a) 在 一 切 常 点 处 的 向 量 当 a 增加 时 ， 总 是 逆 时 
针 (或 顺 时 针 ) 方向 旋转 的 .又 由 条 件 (3.24) 和 (3.25) 知 ， 对 满 
足 0<|ar 一 a2| < 了 的 任意 两 个 al, a2, 恒 有 


0 < IO(z,y,01) — 0(¢,y,02)| < 7. (3.26) 


而 对 任意 的 we [0, 了 T 了 ), 9(z,y, a 十 了 ) = 0(z,y,Q) 十 7 即 当 参 
数 由 a 增 大 工时 ， 常 点 处 的 向 量 恰好 转 到 了 相反 方向 ， 当 参数 继 
续 增加 到 a 十 27 时 ， 向 量 则 转 了 一 周 又 回 到 (Qa) 的 方向 (当然 
向 量 长 度 可 能 会 改变 ).“ 完 全 族 ” 就 是 指 a 在 2 了 的 变化 过 程 中 ， 
各 点 处 的 向 量 连 续 旋 转 一 圈 ， 完 全 充满 各 个 方向 . 
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例 3.6 ”对 满足 初 值 问题 的 解 的 存在 唯一 性 定理 条 件 的 任 一 微分 


方程 组 1 
化 
a 一 Plz,y), 
dy _ 
adt 一 Q(x,Y), 
作出 含 参数 a 的 方程 组 


元 三 已 cosaw 一 名 sina， 
(3.27) 


= Psina+t+Qcosa 

容易 验证 ， 当 a 在 [0, 7) 中 变动 时 ， 向 量 场 (3.27) 构成 了 旋转 向 
量 场 的 完全 族 , 且 在 任 一 常 点 处 , 向量 所 转 过 的 角度 恰好 等 于 参数 
a 的 值 ， 而 向 量 的 长 度 始 终 保 持 不 变 ， 故 称 (3.27) 为 均匀 旋转 向 
量 场 族 . 


定理 3.11 在 旋转 向 量 场 族人 (a) 中 奇 点 的 指标 不 随 a 的 变化 
而 改变 . 

证 明 ” 因 F(a) 随 a 而 连续 变化 ， 故 O 关于 五 (a) 的 指标 亦 随 
Qa 而 连续 变化 ， 但 指标 为 一 整数 值 ， 故 当 a 变化 时 它 只 能 维持 不 
变 . 

证 毕 
定理 3.12 ( 闭 轨 线 不 相交 定理 ) ”车 Ql 关 a2, 则 (a) 与 F(a2) 
的 闭 轨 线 互 不 相交 ， 

证 明 设 下 (ai) 和 (az) 分 别 有 闭 轨 线 Pa, 和 Tao, 它们 相交 
于 两 点 4,，B, 如 图 3.6 所 示 . 当 a 由 al 变 到 as 时 ， 4 已 两 
点 处 的 向 量 的 旋转 方向 将 相反 .这 与 定义 3.2 相 违 . 

证 毕 
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图 3.6 


下 面 讨 论 系 统 (3.23) 在 旋转 向 量 场 的 完全 族 (a) 中 的 极限 
环 随 a 的 变化 情况 ， 为 确定 起 见 ， 设 3 > 0. 


定理 3.13 设 wa 二 0 时， 向 量 场 (ao) 存在 正 (或 负 ) 定向 
的 外 稳定 环 ao， 则 对 充分 小 的 任 一 6 > 0, 存在 al < ao (或 
al > ao0), 使 得 : 

(1) 对 每 一 a € [Qi,ao0) (或 a E (ao'all) ,在 Tao 的 外 邻 
域 中 至 少 存在 五 (a) 的 一 个 外 稳定 环 Ta 和 一 个 内 稳定 环 Ta ( 它 
们 可 以 重合 为 一 稳定 环 ); 

(2) 存在 Tao 的 外 56 (< 6) 令 域 使 它 被 F(a), a € [al ao) (ae 
(ao, aij) 的 闭 轨 线 所 充满 ， 

(3) 当 wa > ao (a < ao) 时 ，To, 的 外 邻 域 中 无 闭 轨 线 . 
证 明 就 Ta。 为 正定 向 的 情况 来 证 ， 显 然 ， 对 充分 小 , 且 
la 一 ao| 安 1, 在 Too 的 外 @ 邻 域 中 无 (a) 的 奇 点 , 亦 无 (ao) 
的 其 它 闭 轨 ， 如 图 3.7, 对 点 PE Too, 在 Too 过 PP 的 外 法 线 ! 上 
取 点 Qo, 只 要 1PQo| 足够 小 ， (ao) 的 轨 线 绕 [oo 盘旋 一 周 再 
次 与 1 交 于 已 、 Qo 之 间 的 一 点 Qu. 对 Qa < ao, 每 一 点 向 量 均 
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顺 时 针 转 动 ， 故 F(a) 过 Qo 的 轨 线 如 图 中 虚线 ， 由 解 对 参数 的 
连续 依赖 性 知 : 存在 al，ao 一 aa 足够 小 ， 使 对 a € [Qi, Qo0), 图 
中 虚 轨 线 又 一 次 与 1 相交 ， 且 交点 Qu 在 Qoo 与 Qo 之 间 , 且 
1 上 F(a) 的 向 量 穿 过 方向 如 图 3.7 的 箭头 所 示 . 以 Tao 为 内 边 
界 ， 虚 轨 线 QoQa, 及 线段 Qo08。, 为 外 边界 围 成 一 环 域 ， 其 内 必 
存在 (Qa)，(a e [aaao)) 的 一 个 外 稳定 环 和 一 个 内 稳定 环 (由 
定理 3.6), 即 得 (1) 的 结论 . 


再 证 (2), 由 上 , 设 天 (ai) 的 最 靠近 了 (Qo) 的 内 稳定 环 为 Lo， 
它 与 1 的 交点 为 五. 则 对 任 一 点 M e PP F(ao) 过 M 的 轨 
线 再 次 与 交 于 P，M 之 间 的 Mo( 因 Too 为 稳定 ), F(a1) 过 
的 轨 线 则 再 次 与 1 交 于 M,， 已 之 间 的 Mai( 因 Tu: 为 内 稳定 ), 如 
图 3.8. 由 连续 性 可 知 ， 存 在 a € (Qo,Q1) 使 F(a) 过 M 的 轨 线 
转 一 圈 后 仍 与 1 交 于 MM, 即 得 下 (a) 的 闭 轨 线 ”让 M 连续 地 向 
P 移动 ， 即 得 (2) 的 结论 . 

利用 (2) 的 结论 及 不 相交 定理 即 可 得 出 (3). 证 毕 
注 3.1 类 似 结论 可 对 正 (或 负 ) 定向 的 内 稳定 环 得 出 ， 只 需 改 对 
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其 内 侧 邻 域 ， 及 a > ao( 或 < ao) 来 讨论 ， 同 样 地 ， 若 了 <0， 


即 a 增 大 时 向 量 场 顺 时 针 旋 转 ， 则 在 相应 结论 中 把 邻 域 的 内 、 外 
侧 调 换 一 下 ， 或 把 a 向 ao 两 边 的 变动 方向 改换 一 下 即 可 . 


注 3.2 结论 (1) 较为 累 鞭 ,主要 原因 是 在 a 向 ao 一 侧 变动 时 ， 
在 Ta。 的 相应 一 侧 小 邻 域内 可 能 出 现 多 于 一 个 极限 环 ， 对 于 非 解 
析 系 统 ， 确 可 举 出 这 样 的 例子 ， 可 参见 【Ye 1], $3. 但 对 于 解析 系 
统 (3.23)( 即 已 @ 关于 z，2 Qa 均 为 解析 ), 则 利用 Tao 邻近 的 
后 继 函 数 为 解析 ， 因 而 零点 为 孤立 (要 人 么 恒 为 零 ) 这 一 性 质 ， 即 可 
断言 结论 (1) 中 Too 一 侧 小 邻 域 中 只 有 (a) 的 唯一 极限 环 . 
结合 注 3.1 中 所 说 的 各 种 情况 ， 即 可 得 出 解析 旋转 向 量 场 中 
极限 环 随 参数 变化 而 单调 运动 的 如 下 简明 结论 . 
定理 3.14 设 (3.23) 为 解析 系统 ， 关 于 ca 为 旋转 向 量 场 的 完全 
族 ， 且 下 (ao) 有 稳定 (或 不 稳定 ) 极限 环 Tao, 则 当 a 向 ao 一 侧 
变动 时 ， Tw 不 消失 ， 且 向 其 适当 一 侧 连 续 地 单调 扩大 或 缩小 . 
具体 地 说 ， Ia 随 a 变动 时 究竟 是 扩大 还 是 缩小 ， 这 要 由 
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Leo 的 定向 和 稳定 性 、 a 的 变动 方向 以 及 (a) 的 旋转 方向 来 确 
定 ， 如 [Ye 1] 中 就 列 出 了 表格 来 说 明 . 实际 上 ， 从 后 面 关于 极限 
环 分 支 ( 见 第 四 、 五 章 ) 的 讨论 中 许多 具体 例子 可 见 ， 在 a 变动 过 
程 中 , 极限 环 往往 是 由 一 个 细 焦 点 产生 ， 然 后 逐步 单调 扩大 ， 因 此 
可 以 很 容易 地 判断 出 极限 环 的 运动 方向 . 

如 果 F(ao) 具有 半 稳 定 环 ， 则 对 其 两 侧 邻 近 分 别 运 用 注 3.1 
中 的 说 明 ， 易 于 得 出 如 下 绪论. 


定理 3.15 ” 当 a 向 ao 的 一 侧 变动 时 ， 下 (an) 的 半 稳 定 环 To 
分 裂 为 内 外 侧 的 各 一 个 稳定 和 不 稳定 环 ， 随 a 继续 变化 而 背 向 运 
动 ， 当 a 向 ao 的 另 一 侧 变动 时 ， 极 限 环 消失 ， 亦 即 在 oo 的 两 
侧 邻 近 将 不 再 存在 下 (a) 的 任何 闭 轨 。 

同样 地 ， ao 的 哪 一 侧 分 裂 为 二 ， 各自 的 稳定 性 如 何 ， 哪 一 侧 
消失 ， 具 体 由 Tao 的 定向 、 两 侧 稳定 性 及 a 增 大 时 F(a) 的 旋转 
方向 而 定 ， 在 具体 问题 中 也 可 容易 地 作出 判断 . 

再 说 明 一 点 ， 旋 转向 量 场 完全 族 的 条 件 (3.24) 和 (3.25) 是 比 
较 苛刻 的 , 许多 具体 系统 往往 不 能 满足 . 为 此 ，[Chl] 引入 了 广义 
旋转 向 量 场 , 它 放弃 了 条 件 (3.25)( 不 要 求 是 完全 族 ), 又 把 (3.24) 
放宽 为 ， 在 (3.23) 极限 环 可 能 存在 的 区 域内 


bb 1 PQ , 
da Pi+O oP 200 之 0 (或 < 0), 
Oa Oa 


其 中 使 等 号 成 立 的 点 称 为 逗留 点 , 即 在 这 些 点 处 ， (a) 的 向 量 
可 不 随 a 的 变化 而 转动 ， 但 要 求 这 样 的 逗留 点 不 充满 整 条 闭 轨 线 
(或 设 逼 留 点 集 不 含 闭 分 支 ， 以 便于 验证 ), 在 这 种 广义 旋转 向 量 场 
中 ， 定 理 3.11 一 3.15 的 结论 仍 成 立 ， 这 一 点 对 以 后 的 应 用 是 很 重 
要 的 . 
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总 之 , 在 解析 的 广义 旋转 向 量 场 F(a) 之 下 , 可 以 简明 地 说 : 
随 参数 a 连续 地 变化 ， (a) 的 极限 环 连续 单调 地 运动 ， 所 有 这 
种 极限 环 的 全 体 应 覆盖 了 平面 上 的 一 个 环 状 区 域 ， 在 其 内 外 境界 
上 必 存 在 (a) 的 奇 点 ， 证 明 可 参见 [Ye 1]. 

在 后 面 的 许多 例子 中 可 以 看 到 ， 这 种 环 域 的 内 边界 常常 由 一 
点 组 成 ， 它 是 (a) 的 一 个 指标 为 1 的 奇 点 ， 而 外 边界 由 一 些 革 
点 或 鞍 绪 点 (可 能 为 无 穷 远 奇 点 ) 及 它们 的 分 界线 组 成 ， 即 为 前 面 
所 提 到 的 奇 闭 轨 线 ， 为 了 说 明 极 限 环 最 后 演变 为 这 种 奇 闭 轨 的 过 
程 ， 就 需 考虑 F(Q) 的 鞍点 分 界线 随 参数 a 改变 时 的 变化 情况 . 
由 于 向 量 场 中 的 向 量 随 a 变化 时 均 向 同一 方向 旋转 ， 故 这 些 分 界 
线 也 单调 地 向 同一 方向 旋转 ， 如 图 3.9. 设 a 增 大 时 向 量 均 顺 时 
针 旋 转 ( 即 设 Ba < 0), 过 奇 点 N 的 两 条 分 界线 在 a = oo 时 如 
图 中 实 轨 线 ， a > ao 时 它们 正 向 旋转 ， 如 图 中 虚线 所 示 ， 


例 3.7 考虑 系统 


t= ytdrtiary+t+y, 


(3.28) 


2 二 也. 
它 有 两 个 有 限 远 奇 点 : 0(0,0) 为 焦点 (|d| < 2 时 )， N(0, 1) 为 
鞍点 . = 0 时 ， 用 第 二 章 $2 的 方法 易 判 定 O 为 不 稳定 的 一 
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阶 细 焦 点 ， 且 易 证 它 没有 闭 轨 线 . 轨 线 结构 如 图 3.10(a) 所 示 . 由 

P 

pr 2 = -22 < 0 可 知 (3.28) 关于 d 构成 广义 旋转 向 量 场 . 
当 qd 由 零 变 为 负数 时 ， O 改变 为 稳定 而 在 其 外 出 现 一 不 稳定 极 
限 环 La( 易 用 环 域 定理 证 明 此 事 ), 随 着 d 减 小 ， La 单调 向 外 扩 
大 ， 同 时 N 包 向 O 外 的 两 条 分 界线 也 逆 时 针 转 动 而 相互 接近 . 
设 d= do < 0 时 Za 扩大 到 通过 鞍点 入 ,此 时 两 条 分 界线 正好 重 
合 而 形成 过 N 的 分 界线 环 ， 如 图 3.10(b). 此 分 界线 环 及 奇 点 O 
围 成 一 广义 的 环 域 , 它 就 是 do < 4 < 0 时 的 极限 环 Za 所 覆盖 的 
区 域 ， 内 境界 为 奇 点 O, 外 境界 上 则 有 奇 点 和 N. 


(b) 


y 


N 


图 3.10 


注 3.3 当然 在 d 减 小 的 过 程 中 也 不 排斥 如 下 的 可 能 性 ， 在 某 一 
d* < 0 时 ， 在 上 4 外 突然 出 现 一 个 半 稳 定 环 ( 它 为 内 稳定 外 不 稳 
定 ), 当 d < d* 时 它 分 腹 为 区 2 4 两 个 环 ，L1 为 不 稳定 ， La 
为 稳定 ， 随 a 继续 减 小 时 L4 扩张 ， La 缩小 在 又 一 一 d 时 
及 与 La 重合 为 一 半 稳 定 环 而 后 消失 (这 两 次 半 稳 定 环 的 出 现 正 
如 定理 3.15 所 说 的 情况 )， 其 或 还 可 能 在 Lg 外 再 次 出 现 半 稳定 
116 . 


环 而 后 分 裂 为 二 的 情况 ,也 就 使 得 O 外 围 极 限 环 的 个 数 变化 出 现 
很 复杂 的 状态 . 这 正 是 旋转 向 量 场 理论 的 一 个 不 足 之 处 , 它 不 能 排 
除 向 量 场 旋转 过 程 中 随时 突然 跳出 半 稳 定 环 而 后 分 裂 为 二 的 可 能 
性 . 下 面 一 节 利用 极限 环 的 唯一 性 定理 易 证 (3.28) 最 多 只 有 一 个 
极限 环 ， 从 而 就 可 排除 上 述 跳出 半 稳 定 环 再 分 裂 为 L[4，L4 的 可 
能 性 . 


$4 ”极限 环 的 唯一 性 


关于 一 般 平面 自治 系统 极限 环 的 唯一 性 的 结果 其 少 ， 主 要 研 
究 集中 在 Liénard 方程 ， 本 节 简 要 介绍 几 个 对 平面 多 项 式 系统 极 
限 环 唯一 性 的 证 明 较 为 有 用 的 关于 Liénard 方程 极限 环 的 唯一 性 
的 结果 ， Liénard 方程 极限 环 的 唯一 性 最 早 是 由 Liénard 所 证 
明 , 后 经 不 断 的 改进 和 发 展 ， 得 到 很 多 好 的 结果 .以 下 均 假 设 所 讨 
论 的 函数 在 给 定 的 区 间 上 连续 且 满 足 初 值 问题 解 的 唯一 性 条 件 . 


定理 3.16 考虑 Liénard 系统 
t= -p(y) — F(z), Y= 92) (3.29) 


其 中 F(z)= / “f(s)ds, 假设 f(z),g(z), p(y) 连续 可 微 ， 且 
(a) ¢(0)=0, p(y) > 0 
(b) zg(z) > 0, 当 z #0 时 ，G( 土 00) = 十 ooj 
(c) 了 (0) < 0，f(z)/g(x) 分 别 在 (一 00,0) 和 (0, 十 oo0) 内 不 
下 降 ， 且 当 0 < |z| 安 1 时 ， f(z)/g(z) 寺 常数 . 
则 系统 (3.29) 至 多 有 一 个 极限 环 ， 车 存在 必 为 稳定 的 . 
利用 此 定理 ， 易 证 van der Pol 方程 


ti+u(t2 一 1 之 十 了 二 0， 
- 117 ， 


3 
的 极限 环 是 唯一 的 ， 取 Liénard 变换 y 二 -全 一 K( 李 一 2), 则 方 
程 化 为 


zx3 
李 - 
则 f(z) = py(z? -1D，9(z) = z，p(y) = y. 易 验 证 它 满足 定理 
3.16 的 条 件 (/ > 0), 故 得 极限 环 的 唯一 性 . 
对 于 例 3.7, 引入 变换 =y, v= 一 dy 一 执 ?, t= 一 7, 可 
将 (3.28) 化 为 Liénard 方程 
du 


dv 
元 = 一 77 = 9 


t=—y— ku( Tt),， Y=7. 


其 中 (W) = 季 十 字 ，9(W) 一 一 志 ， 其 闭 雪 线 只 能 出 现在 区 
域 uw < 1 中 ， 在 此 区 域内 易于 验证 定理 3.16 的 条 件 均 成 立 ， 故 
(3.28) 至 多 只 有 一 个 极限 环 . 

这 一 定理 由 张 芷 芬 于 1958 年 给 出 ， 例 如 见 [ZDHD], 它 对 不 
少 多 项 式微 分 系统 有 广泛 的 应 用 . 后 L.A.Cherkac 等 又 把 它 推广 
为 下 述 ( 见 [CR]) 定理 . 


定理 3.17 考虑 系统 
t= -p(y — F(z), y= 9(7) (3.30) 
假设 
(1) zg(z) > 0， 当 x 天 0 时 ; 


(2) yp(y) > 0， 当 y 关 0 时 ， 且 p(y) 单调 增加 ; 
(3) f(0) < 0 (> 0)， 且 存在 实数 a，B, 使 得 


fi(z) 三 jz)+9(z)[a +PFCz)] 


有 单 零点 zl < 0 < z2， 且 当 z 6E [zubzal 时 ， 户 (z)<0 (> 0); 
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(4) 在 [tbza] 之 外 ， 函 数 户 (z)/g(zZ) 不 减少 (不 增加 ); 
(5) 所 有 的 闭 轨 线 都 包含 2 轴 上 的 区 间 [21, Za]; 
则 系统 (3.30) 至 多 有 一 个 极限 环 ， 若 存在 必 为 稳定 的 (不 稳定 的 ). 
证 明 ”只 证 f(0) < 0 的 情形 . 由 定理 假设 ， 显 然 O(0,0) 是 系统 
(3.30) 的 唯一 奇 点 ， 取 正定 函数 


Ma, 切 =G(z) + 人 elalds 


当 z 关 0, |z| << 工 时， Xz， ” 关于 系统 (3.30) 的 全 导数 


人 go = -go) Fl) >0 


即 在 原点 的 充分 小 邻 域内 ， Me 沿 着 系统 (3.30) 的 轨 线 随 着 
t 的 增加 而 增加 ， 从 而 O(0,0) 是 不 稳定 奇 点 . 

假设 系统 (3.30) 存在 两 个 极限 环 T2 2 T1 2 O, 且 Ti 是 最 
靠近 O 的 极限 环 ， Ta 是 最 靠近 TY 的 极限 环 ， 易 于 证 明 ， 沿 着 
闭 轨 线 Ii;, 有 


A se = A =0， 
$s) ota = A rey =0, 
f. sp) + Foldt = - fra. 
从 而 
人 go Po)dt =0. 


于 是 沿 着 系统 (3.30) 的 发 散 量 一 f(x) 的 积分 为 


hi = -大 f(z)dt = -大 f(z)dt, 1 = 1,2. 
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下 证 2 < hi. 如 图 3.11, 分 弧 段 来 比较 及,h2 中 的 积分 . 在 
D4, D'A 段 上 ，z 可 分 别 表 为 y 的 单 值 函数 z1(y), z2(y), y E 
(yp;yya), 且 x1(y) < x2(9). 故 

| ,fie) dt |, fi(z)dt 

= sy - fi(z1(y) 
yp 


gay)) ™ gm) |w>° 


图 3,11 


类 似 地 ， 对 4AB, A1B1 段 ，y 可 表 为 z 的 单 值 函数 刀 (z)， 
ya(z), T € (zB,7A4), B (zr) < yo(7). 


| | le)dt — |, fi(z)dt 
-人 ee zor F(z) rele 
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同 理 可 证 


fi(z)dt — 局 fi(x)dt > 0, 


BO! 


hs, fi(w)dt 加 [, f(x)at > 0. 
又 由 条 件 (3)(4) 可 以 推出 ， 在 区 间 [zl za] 之 外 ， 有 1(z) > 0, 从 


| fi(z)dt > 0, / fi(z)dt > 0, 
A'A1 B1B’ 


[ fi(z)dt > 0, / fi(z)dt > 0， 
CO’C1 D1D’ 


综合 上 述 各 式 可 得 hz < hu. 

由 于 O 是 不 稳定 奇 点 ， Ti 必 为 内 侧 稳定 的 . 故 hi < 0, 于 
是 h2 < 0. 大 2 必 为 稳定 的 极限 环 ， 若 能 证 明 T1 不 是 半 稳 定 
的 ， 从 而 也 是 稳定 的 ， 则 就 导出 了 矛盾 . 

假设 Ti 是 半 稳 定 环 ， 且 6 > 0 (8 < 0 的 情形 可 类 似 地 证 
明 ) 构造 方程 


宁 = —p(y) — F(z), Y = g(2), (3.31) 


其 中 


_ F(z), 化 < TZ2, 
Fe) = F(x) +/ 7(E — zo)g(t)dé, 1 > 7Z2， 


系统 (3.31) 在 > < z2 的 半 平 面 中 与 (3.30) 完全 一 致 ， 而 在 半 平 
面 x > x2 中 关于 参数 Y 构成 广义 旋转 向 量 场 ， 因 而 系统 (3.31) 
在 全 平面 构成 了 广义 旋转 向 量 场 ， 故 对 充分 小 的 Y > 0 (7Y < 0)， 
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系统 (3.31) 在 Ti 外 侧 存在 不 稳定 环 (稳定 环 ) ,在 了 内侧 
存在 稳定 环 (不 稳定 环 ) TY， 又 易 验证 ， 函 数 五 (z) 及 其 导数 仍 
满足 本 定理 的 一 切 条 件 ， 因 此 一 大 Jz)dt > -四 7(a)at 其 中 
J(z) = 素 (o), 这 与 它们 的 稳定 性 相 矛 盾 ， 因 此 ， 1 和 2 同 为 
稳定 环 ， 不 可 能 ， 所 以 系统 (3.30) 至 多 有 一 个 极限 环 ， 若 存在 必 
为 稳定 的 . 


证 毕 
从 本 定理 可 以 推出 一 个 非常 实用 的 结论 (参见 [Co1]). 
定理 3.18 考虑 系统 
t=y~F(r), y=-g(7) (3.32) 


假设 f,， 9 在 区 间 (a, 8) 上 和 连续 可 微 ， 其 中 a < 0 < fp, 且 满足 
(a) zg(z) >0, z #0; 
(b) 存在 zo E (a,0) (或 zo € (0,B)), 使 得 


f(z) > 0, z Ee (a,zo); f(r) < 0, x € (xo0,P); 


(c) [f(z)/g(z)[ >0( 或 <0), rz El(a,z0)U(0,6) (或 ZE 
(a&, 0) U (x0; A)); 
则 系统 (3.32) 在 带 域 {(Z,y): w<z<D, -oo<y<+oo} 
内 至 多 存在 一 个 极限 环 ， 若 存在 必 为 稳定 的 (不 稳定 的 )， 

下 面 的 唯一 性 结果 在 研究 平面 多 项 式 系统 极限 环 的 唯一 性 时 
也 是 十 分 有 用 的 . 


定理 3.19 ([Co2], [Co3]) 考虑 Liénard 系统 
z= Fo) y=9), Plo)= /| fle)ds (3.33) 
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其 中 JIz)，9(z) 在 区 间 (as, D) 上 连续 可 微 ，a < 0 < PB, 生 满足 
(1) xzg(z) >0, x#0; 
(2) 卉 在 To < 0, 使 得 (x 一 zx0)f (xz) > 0; 
(3) 方程 组 


F(z1) = F(z2), zi)/g(z1) = f(z2)/g9(72) 


至 多 有 一 组 解 6，8, 且 满 足 w< 和 <zo 0< 名 < 有 

(4) 存在 fo < zo, 使 得 F(&0) = 0, 且 f(x)F(z)/g(x) 在 
(a, 60) 中 是 单调 碱 函 数 ; 
或 

(4) f(z)F(Z)/g(x) 在 (0,B) 中 为 单调 减 泗 数 ， 且 

lim F(x) < lm F(z); 

则 系统 (3.33) 至 多 有 一 条 闭 轨 线 , 若 存 在 必 为 稳定 的 单 重 极限 环 . 
注 3.4 在 条 件 (1)(2) 及 (31) 方程 组 


F(zi) = F(z2), jzi)/gtzl) = Ar2)/g(z?)， 


站 


F(z1)= F(z2), Gz1) = GZ? 


在 区 域 {(T1,7X2) : a < 7z1 < zo, 0 < z2 < 有 内 无 解 之 下 ， 也 
可 证 明 (3.33) 不 存在 闭 轨 线 (参见 [ZO]). 

下 面 举例 说 明 如 何 通过 适当 变换 将 多 项 式 系统 化 为 Liénard 
方程 ， 再 利用 上 述 结果 来 证 明 多 项 式 系 统 极限 环 的 存在 性 、 中 一 
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例 3.8 证 明 二 次 系统 


人 一 6z 一 十 1 一 6zy 十 ?2， 
| 7 YY (3.34) 
y= Zz(1+ar—), 


当 a6(21 一 1) 关 0 时 ， 在 奇 点 O(0,0) 外 围 最 多 有 一 个 极限 环 ( 参 
见 [Co3]). 
证 明 由 于 4 = 1 是 无 切 直 线 , 故 系统 (3.34) 若 有 围绕 O 的 极限 
环 , 则 必 位 于 直线 y = 1 的 下 方 . 取 Dulac 函数 B(x,y) = (1-y》， 
0 0 
到 (27) 十 页 429) 
= [6(1—y)? + (2 —1— hr(l—y) kar](l 一 切 和 1 
若 令 = 21 一 1 则 


(BP) + (0) = By (0 Da -or 


当 a6(21 一 1) < 0 时 ， 上 式 定 号 ， 故 (3.34). 不 存在 包围 O 的 极 
人 限 环 ， 若 令 有 = 1 一 24, 则 


0 
Ox 


= [6(1 — 9) +2(21 ~ 1)z(1 — D+ (2 1az’](l 一切 和 


a7 (B27) + 5 (BQ) 


当 0 < (27 一 1)? < a6(21 一 1) 时 ， 上 式 [ ] 中 的 判别 式 小 于 零 ， 
故 上 式 定 号 ,， 这 时 (3.34) 也 不 存在 包围 O 的 极限 环 . 下 面 只 需 在 
条 件 (21 一 1)? > a6(21 一 1) > 0 下 来 讨论 . 不 妨 设 56> 0(6 <0 
可 以 类 似 地 讨论 ), 于 是 


21 一 
0<j< 2 一 
a 
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对 (3.34) 作 变 换 


则 (3.34) 可 化 为 
€=6t+(1 +) 上 Tac3 一 包 
= (1 二 (GE+ac2). 

因 (3.34) 的 围绕 O 的 极限 环 位 于 直线 y =1 和 1+azr-y=0 


的 下 方 ， 故 只 需 在 区 域 1 十 7 > 0 和 1 二 até > 0 中 证 明 极限 环 的 
唯一 性 ， 对 (3.35) 作 变 换 


(3.35) 


6 一 Z， 97 三 ey —1 
t=—F(z)— p(y), y= g(2), (3.36) 


其 中 
F(x) = 一 [bz + (1 + Dx? +azd 
g(xz)=7 + az2， p(y = -1 
显然 p(y) 满足 定理 3.18 的 条 件 (a), 又 当 1+az > 0 时 ,条件 
(b) 成 立 . 由 于 f(x) = 一 [6+2(1 十 Dz 十 3az3], 故 f(0) = 一 6 <0， 


(7) = [5+ 2abx +a(27 一 Do /or 人 > 0,。 


因为 上 式 分 子 中 的 判别 式 小 于 零 ， 故 由 定理 3.16 知 ， 系 统 (3.34) 
在 条 件 (21 一 1)? > a6(21 - 1) > 0 下 至 多 有 一 个 围绕 O 的 极限 
环 ， 车 存在 必 为 稳定 的 . 证 毕 
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例 3.9( 见 {Zhalj) 证明 二 次 系统 (III)m=0: 


= 一 1 十 gz 十 1Z2 十 mg2， 
y= z(G + az 一 功 ， 


(3.37) 


在 条 件 a < 0, 1 > 1/2, 0 < ,< 1, 6 < 0 下 至 多 有 一 个 极限 


环 . 
首先 经 过 一 系列 变换 : 


FE=y— kr, y=Yy, kidt= dt, 


其 中 是 方程 nk 十 (1 十 Dk 一 a = 二 0 的 唯一 负 根 ; 


其 中 
folx) = k(6k — 1)F + (a — kD), 
fi(z) = —k(k? — 6k+1) + (20 —k— 2lk)z; 
j=é, 9=y/[f(OF, f= (f(a, 
q = (a—2lk)/(24—k—alk). 
将 (3.37) 化 为 


LZ=Y, 
y= -9g(z) ~ f(x)y, 
其 中 仍 以 x, y, t 表示 3, 芒 刀 且 


(3.38) 


flz) = Be) /(h (oj, gz) =r(s)H(e) /fe 
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而 B(z)，r(z) 各 (x) 是 二 次 多 项 式 函 数 ， 可 验证 f(z),，g(7) 
满足 定理 3.18 的 条 件 . 从 而 得 出 (3.37) 的 极限 环 的 唯一 性 ， 详 细 
证 明 较 繁 ， 从 略 ， 有 兴趣 的 读者 可 参见 [Zhaj. 

又 如 [Co3] 中 利用 定理 3.19 证 明了 有 无 穷 远 退 化 奇 点 的 二 次 
系统 

二 yer Y= -72+6y+mey+ ne 

极限 环 的 唯一 性 

关于 Liénard 方程 极限 环 的 存在 性 与 唯一 性 ， 有 许多 好 的 结 


果 ， 这 里 只 是 介绍 了 其 中 的 一 部 分 , 进一步 可 参看 [Yel], [Ye2] 和 
[ILWZD| 等 


最 后 介绍 一 个 多 连通 域 中 极限 环 的 唯一 性 定理 . 


定理 3.20 ”在 环 域 万 内， 车 到 ++ 于 之 0, 且 不 在 了 的 任何 


子 区 域内 恒 等 于 零 ， 则 系统 (3. 人 在 六 内 至多 有 一条 闭 较 线 . 


() 2 
D2 
N 


(a) (b) 
图 3.12 
证 明 ”由 定理 3.3 的 证 明知 ,系统 (3.4) 不 存在 如 图 3.12(a) 所 示 
的 闭 轨 线 , 即 (3.4) 的 闭 轨 线 若 存在 必 包 围 环 域 D 的 内 境界 线 1. 
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假设 存在 两 条 包围 Zi 的 闭 轨 线 Ti, T2?, 如 图 3.12(b). 在 Fi 和 
Ta 之 间 引 一 条 线段 4B, 构造 定向 闭 曲 线 AMA UABU BNB 
UBZA 全 元 , 在 它 所 成 的 单 连通 域 中 应 用 Green 公式 ， 类 似 于 定 
理 3.3 的 证 明 得 出 矛盾 ， 因 而， 系统 (3.4) 在 D 内 至 多 有 一 条 闭 
轨 线 

证 毕 
推论 3.21 车 在 环 域 刀 内 无 奇 点 , 且 存在 函数 B(x,y) > 0, M(z， 
y) EC1(D), 使 得 在 DD 上 有 


9 9 oM 
Bz(BP)+S (B89) 十 BP 十 BOT < < 0. 


而 等 号 不 在 整 条 闭 轨 线 上 成 立 ， 则 在 DD 内 至 多 有 系统 (3.4) 的 一 
个 极限 环 ， 若 存在 必 为 稳定 的 . 
证 明令 dt = B(z,y)dz, 则 (3.4) 化 为 


d 

7 = P(e,y)B(e,y), 
dy _ 

dz 一 Q(x,Y)B(z,Y), 


设 工 是 (3.4) 的 任意 一 条 闭 轨 线 ， 它 的 周期 为 了, 从 而 也 是 上 述 
系统 的 闭 轨 线 ，、 故 有 


[ Gl + od dz 
-| |& 


-人 区 (B 记 + 于 2 _(BQ) + BP 
<0 


元 (BP 二 二 元 (B9) + |e 


OM 


吏 +89 责 | 
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由 此 得 知 ， 工 必 为 稳定 的 极限 环 . 因此 也 是 系统 (3.4) 的 唯一 极 
限 环 , 
证 毕 
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第 四 章 ”极限 集 ， 全 局 结构 
结构 稳定 性 与 分 支 


为 了 确定 系统 的 轨 线 的 大 范围 性 态 , 除了 如 前 两 章 所 述 定性 地 
分 析 它 的 奇 点 各 闭 轨 以 外 , 还 应 注意 到 轨 线 的 极限 点 和 极限 集 . 本 
章 首先 就 来 引入 这 些 概念 , 并 对 极限 集 的 性 态 , 特别 是 平面 系统 的 
极限 集 的 结构 给 出 系统 的 结论 ， 然 后 以 一 些 具 体 的 平面 系统 为 例 
分 析 其 轨 线 的 大 范围 定性 性 态 . 对 一 些 含有 参数 的 系统 , 考虑 其 定 
性 结构 是 否 随 参数 的 变化 而 发 生 改 变 ， 这 就 引导 出 结构 稳定 性 和 
分 支 的 概念 . 


$1 极限 集 


1.1 定义 与 例子 


考虑 又 维系 统 1 
= f(z), (4.1) 


其 中 x，f €E RR”. (4.1) 满足 解 的 存在 唯一 性 定理 的 条 件 ， 对 任意 
zx0 € IR", 其 解 办 (ZX0) 在 t E€ (一 00, 00) 上 定义 . 前 两 章 已 详细 分 
析 了 两 类 特殊 的 轨 线 : 奇 点 与 闭 轨 线 , 均 为 具 周 期 性 的 运动 ， 为 研 
究 一 般 非 周 期 的 轨 线 ， 注 意 它 在 t 一 co 或 上 一 -ce 时 的 性 态 . 
现 引 入 极限 点 与 极限 集 的 定义 . 
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定义 4.1 对 于 轨 线 4(T), 如 存在 点 去 E 及 ”及 时 间 序列 如 一 oo 
(或 一 00), 使 im tntz) 二 3, 则 称 为 轨 线 bitZ) 的 w (或 a) 
极限 点 , 或 正 向 ( 负 向 ) 极限 点 . Be(Z) 的 所 有 w (或 G) 极限 点 的 
集合 称 为 (ZT) 的 w (或 Qa) 极限 集 , 记 做 Q(z) (或 4(z)). 

例如 

1) 奇 点 zo 是 它 自 身 的 w 和 a 极限 点 ， 且 (20) = 4(zo) = 
To. 

2) 设 $i(z0) 为 闭 轨 线 (bi(zo) 对 七 以 了 为 周期 ), 则 每 一 点 
元 E Wi(zo) 为 Bi(z0) 的 极限 点 ， 且 (20) = 4(zo) = 内 (zo). 

3) 设 闭 轨 工 是 一 个 稳定 (或 不 稳定 ) 的 极限 环 ， 则 工 是 它 的 
邻近 轨 线 的 w (或 @) 极限 集 . 

当然 ， 极 限 点 也 可 以 既 非 奇 点 ， 也 非 闭 轨 上 的 点 ， 


例 4,1 考虑 系统 
2 
yo) (1 
2 (4.2) 
2 2 2 21 二 
Wo) yy 


2 
它 的 轨 线 如 图 4.1, 其 中 解 曲 线 妨 二 z?(1 一 丰 ) 由 奇 点 O 及 二 一 
+oo 时 均 趋 向 于 O 的 两 条 轨 线 组 成 的 8 字形 曲线 ， 它 是 其 外 部 
轨 线 的 w 极限 集 . 


例 4.2 环 面 上 的 无 理 流 ， 考 虑 系统 
之 一 1， 了 = oa， (4.3) 


其 中 a 为 实数 . 《4.3) 在 平面 上 的 轨 线 为 一 系 平行 直线 y 三 QZ 十 
C, 这 是 很 平凡 的 情形 . 现 把 (4.3) 理解 为 环 面 上 的 系统 . 在 〈z, 幼 
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4.2 


面 上 取 单 位 正方 形 
S = {(x,y)|z € [0,1), y € [0, 1)}, 


然后 把 5 的 两 对 对 边 迭 合 ， 即 得 一 环 面 T2. 这 相当 于 把 平面 上 的 
点 如 下 取 等 价 类 (以 ~ 表示 ): 任 二 点 (z1, 妇 ) ~ (22, 如) 当 目 仅 
当 zi 一 22, 太一 奶 为 整数 ， 即 T? = R2/ ~. 这 相当 于 以 整数 
点 (p,q) 为 顶点 将 平面 分 割 成 边 长 为 1 的 许多 正方 形 ， 等 价 类 即 
取 5 作为 这 些 正方 形 的 代表 而 得 出 环 面 ， 因 此 (4.3) 所 确定 的 轨 
线 可 视 为 环 面 上 的 运动 ， 分 为 以 下 两 种 情况 . 

1) 当 a = 有 理 数 ” 时 ( 既 约 ), 先 考察 轨 线 y = 人 x. 因为 它 
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通过 点 (0,0) 与 (p,q), 故 代表 T? 上 的 一 条 闭 轨 (在 x 方向 旋转 
p 图 ,在 y 方向 转 9 圈 后 闭合 ， 称 为 以 5 为 旋转 数 的 闭 曲线 ). 同 
理 y = 2 + C 均 为 72 上 的 闭 轨 线 ， 这 些 不 同 伦 于 零 的 闭 轨 线 
充满 了 环 面 . 

2) 当 a= 无 理 数 时 ，(4.3) 构成 环 面 上 的 无 理 流 . 考察 y = az， 
它 通过 原点 ， 当 z 取 任 何 整数 时 ，y 不 取 整 数 ， 故 它 不 再 通过 任 
何 整 点 (p,9), 此 轨 线 在 环 面 上 非 闭 ， 利 用 数论 的 知识 可 以 证 明 此 
轨 线 (因而 由 y = az + C 确定 的 每 条 轨 线 ) 在 T? 上 处 处 稠密 . 
也 就 是 说 ， 任 取 T? 上 一 点 及 其 任意 小 的 邻 域 U, 此 轨 线 都 要 无 限 
次 地 进入 UV (t 一 oo 和 二 全 -oo 时 均 如 此 ). 因此 72 上 每 一 点 
都 是 任意 轨 线 的 w 和 a 极限 点 ， 亦 即 T? 为 任意 轨 线 的 w 和 a 
极限 集 ， 这 时 环 面 无 奇 点 ， 每 一 轨 线 以 无 理 数 为 旋转 数 ， 故 称 为 环 
面 上 的 无 理 流 ， 它 的 每 一 条 轨 线 的 “足迹 ”遍历 环 面 ， 这 一 现象 称 
为 遍历 (ergodic). 

由 此 可 引入 非 游荡 点 和 非 游 荡 集 的 概念 . 


定义 4.2 设 (7) 或 了 为 丙 ” 内 的 连续 流 (或 离散 流 )， 如 存 
在 点 D E IR", 使 对 任意 了 > 0 (NN > 0) 及 了 的 邻 域 U, 硼 在 
t> 了 T(n>NN), 使 

UNGU#A0 UNFUz#D, 


则 称 了 为 $ (f) 的 非 游荡 点 (nonwandering point)， 和 否则 称 p 


显然 ， 奇 点 (或 不 动 点 ), 闭 轨 上 的 点 (或 周期 点 ) 均 为 非 游荡 
点 ， 在 例 4.2 中 的 遍历 情形 ， 环 面 上 的 每 一 点 均 为 非 游荡 点 ， 即 
OQ(9) =77. 
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定义 4.3 集合 KCIR", 如果 对 一 切 t>0( 或 <0), gq(K)C 
五, 则 称 及 为 (4.1) 的 流 i 的 正 向 (或 负 向 ) 不 变 集 ， 正 和 负 
向 均 为 不 变 的 集合 称 为 不 变 集 . 即 对 任意 ZE KK,，t € IR, 恒 有 

由 定义 易 见 ， 不 变 集 由 整 条 轨 线 组 成 . 
1.2 极限 集 的 性 质 

下 述 定理 给 出 了 极限 集 的 基本 性 质 . 
定理 4.1 w 和 a 极限 集 均 为 不 变 集 ， 故 由 整 条 轨 线 组 成 
定理 4.2 设 内 (pp), 上 之 0( 或 FE < 0) 是 包含 在 有 界 闭 集 K CR” 
中 的 一 条 正 (或 负 ) 半 轨 线 ， 则 极限 集 Q2(p) 或 A(p) 为 连通 的 非 
空 用 集 . 
证 明 ”就 括号 外 的 情形 证 之 . 取 如 = n, 则 无 穷 点 列 bn(p) 包含 
于 有 界 集 及 中 ， 故 有 子 点 列 收敛 于 五 内 一 点 ， 它 为 w 极限 点 ， 
故 Q(p) 非 空 

现 证 Q(p) 为 闭 集 . 设 @ 为 它 的 一 个 聚 点 . 存在 Qn < Q(p), n= 
1,2, 0)y 使 

im dQn,Q)=0, 
其 中 d(Qn,Q@) 为 Qn 与 8 的 距离 ， 对 每 一 Bn 存在 如 > m 使 
ds Qn) < 
因此 ， 给 定 e > 0, 存在 N 使 当 n > N 时 ， 有 
dalp), Qn) < 3 dQm Q) < 3 
故 得 出 | 
d(@b (Pp), Q) << 6. 
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即 得 知 @ < PLD). 

再 证 连通 性 . 反 设 Q(p) 不 连通 ， 则 存在 两 非 空间 集 21,， 人 2 
使 09 = Run， ninos = 人. 由 有 界 性 知 dQ1,92)=6>0. 
对 6 存在 任意 大 的 t, 使 


dpe(p), 01) < 5 
也 有 任意 大 的 忆 使 
ddiph Da) < 5 
但 是 deep),Oa) 对 了 > 0 为 连续 ， 故 存在 tn 一 co, 使 得 


dd (p), 01) = 


6 
有 界 点 列 ge。 (p) 必 有 极限 点 GE Q(p). 而 d(Q@, 1) = 2。 


dle,oa) > da on) dQ) = 5 


因此 点 @ 不 在 Q1U 92 内 .这 与 Q = Q1n 9 矛盾 ， 因 此 Q(p) 
为 连通 
证 毕 
注 4.1 ”如 94(p) 无 界 ， 则 其 极限 集 可 以 是 不 连通 的 ， 例 如 ， 不 
难 作出 平面 系统 使 y = 土 1 为 轨 线 ,在 jy| < 1 内 有 唯一 奇 点 ,为 
不 稳定 焦点 ， 轨 线 如 图 4.3. 对 |y| < 1 内 的 雪线 $e(p), 其 Q(p) 
由 两 条 直线 y = 1 和 y = 一 1 组 成 ， 为 一 不 连通 集 . 
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1.3 平面 系统 的 极限 集 Poincaré-Bendixson 定理 


由 于 平面 上 Jordan 曲线 定理 成 立 , 利用 它 可 以 把 平面 系统 极 
限 集 的 结构 分 析 得 很 清楚 . 


引 理 4.3 (Jordan 曲线 定理 ) 设 IR? 内 的 一 条 连续 简单 闭 曲线 C 
把 IR? 分 成 两 部 分 D1，D2, 则 连接 任意 两 点 pl € Di, pa € DD 
的 任意 曲线 必 与 C 相交 . 
对 平面 系统 
t= P(x,Y), 
y= Q(7,Y) 


的 定性 研究 来 说 ， 无 切线 段 是 一 个 重要 的 工具 . 


定义 4.4 如 平面 上 的 线段 ! 上 不 含 (4.4) 的 奇 点 和 与 (4.4) 的 轨 
线 相 切 的 点 ， 则 称 1 为 (4.4) 的 一 条 无 切线 段 . 

引 理 4.4 车 (4.4) 的 一 条 轨 线 与 无 切线 段 | 相交 于 一 系列 点 ， 
则 它们 可 依 相 交 时 间 的 大 小 排序 ， 
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(4.4) 


证 明 ” 设 轨 线 pt(p) 与 1 相继 交 于 三 点 pl，p2，p3: 相应 时 间 为 

本 tz, t3. 着 机 < t2 <t3, 下面 证 明 在 上 ，pz 介 于 pi 与 ps 
即 可 ,考虑 过 p 的 正 半 轨 ， 它 与 1 交 于 pi 后 再 次 交 于 p2, 穿 过 方 
疝 如 图 4.4 所 示 . 


图 4.4 


由 轨 线 段 pI1p2 和 /上 线段 页 页 组 成 一 条 闭 曲 线 C, 当 t > tt 
时 轨 线 $e(p) 进入 C 内 ， 它 不 能 和 C 相交 ， 由 引 理 4.3 知 它 只 
能 保持 在 C 内 ， 故 与 1 的 下 一 个 交点 pa, 必 有 p2 € 页 两 ， 

、 证 毕 
引 理 4.5 极限 集中 的 任何 轨 线 只 能 与 无 切线 段 至 多 相交 于 一 点 . 
证 明 设 内 (z) C Q(p) 而 内 (z) 与 无 切线 段 1 相 交 于 两 点 妇 , y2， 
如 图 4.5. 

轨 ， 急 为 常 点 ， 故 存在 由 流 箱 组 成 的 对 应 邻 域 中，UV2 (定理 
1.11). 过 p 的 轨 线 以 妇 , yo 为 极限 点 , 因此 应 一 次 次 进入 U1, U2 
且 与 ! 相交. 例如 与 / 先 交 于 pi (邻近 于 妇 ), 再 交 于 yz 的 邻近 
点 pz, 而 后 进入 责 太 与 轨 线 段 pip2 所 围 的 区 域 ， 且 保持 在 此 区 
域内 ， 故 不 能 再 进入 几 的 邻 域 ， 与 级 为 pe(p) 的 极限 点 矛盾 . 

证 毕 
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图 4.5 


定理 4.6 (Poincaré-Bendixson) 设 正 (或 抽 ) 半 轨 如 (P) 保持 
在 不 含 奇 点 的 有 界 闲 区 域内 ， 则 Q(p) (或 A(p)) 为 一 条 闭 要 . 
证 明 ”由 前 知 Q(p) 非 空 有 常 点 y € QI(p). 考虑 过 y 的 轨 线 
$e(y) C Q(p), 它 保持 在 有 界 区 域 ， 故 必 有 w 极限 点 z, 它 是 常 
点 . 过 z 可 作 无 切线 段 1. z 是 Bi(y) 的 w 极限 点 . 故 办 (Y) 要 无 
限 次 进入 z 的 邻 域 ， 因 此 与 相交 无 数 多 次 ， 依 引 理 4.5, 它 不 能 
与 ! 相交 多 于 两 点 ， 故 这 无 数 次 交点 应 为 同一 点 ， 从 而 内 (9) 为 
一 条 闭 轨 上 . 

已 证 得 Q(p) 中 含有 闭 轨 二 ， 现 证 R(p) = 工 ， 设 不 然 ， 
QQ(p) 一 工 非 空 . 由 于 Q(p) 为 连通 ， 故 工 应 含有 Q(p) 一 工 的 率 点 
go. 过 go 作 无 切线 段 1, 以 go 为 心 的 每 个 圆 内 都 应 含有 QR(p) 一 L 
的 一 个 点 9. 对 足够 接近 go 的 9 来 说 ， 由 定理 4.11 知 过 gq 的 轨 
线 应 与 i 相交 . 设 和 = 由 (gmnna， (gq) CS (np) 一 上 . 说明 无 切 
线段 i 上 包含 了 Q2(p) 的 两 个 不 同 点 go 与 gl, 与 引 理 4.5 同样 
的 方法 可 以 证 明 任意 无 切线 段 不 能 与 Q(p) 相交 多 于 一 点 , 从 而 得 
出 矛盾 ， 这 就 证 明了 Q(p) = 工 . 证 毕 
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利用 此 定理 ， 可 以 得 知 平面 系统 的 有 界 极限 集 的 类 型 

1? 它 若 不 含 奇 点 ， 则 必 为 一 条 闭 轨 线 ; 

2” 它 若 不 含 常 点 ， 由 连通 性 可 知 ， 它 只 由 一 个 奇 点 组 成 

3” 它 既 含 奇 点 ， 又 含 常 点 ， 则 过 常 点 的 轨 线 当 圭一 士 oo 时 
均 趋 于 奇 点 ， 故 这 时 极限 集 由 一 些 奇 点 和 连接 它们 的 轨 线 组 成 的 
连通 集合 ， 如 图 4.6. 


图 4.6 


由 定理 4.6 还 可 得 出 以 下 重要 推论 


推论 4.7 设 KK 为 有 界 的 正 (或 负 ) 向 不 变 集 ， 又 (4.4) 有 轨 线 


推论 4.8 ( 环 域 定理 ) 设 闭环 域 G 不 含 奇 点 ， 且 (4.4) 的 轨 线 与 
(或 不 稳定 ) 极限 环 . 


推论 4.9 车 相互 套 在 一 起 的 相 邻 极限 环 之 间 无 (4.4) 的 奇 点 ， 则 
此 两 环 的 相 邻 侧 具 有 不 同 的 稳定 性 . 


82 ”全局 结构 分 析 与 应 用 例子 


综合 运用 前 两 章 中 奇 点 分 析 与 极限 环 的 研究 方法 以 及 本 章 $1 
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中 的 极限 集 理 论 ， 就 可 以 对 具体 的 平面 系统 作出 整个 平面 上 的 全 
局 定性 结构 的 分 析 .， 下 面 给 出 一 些 例 子 . 


例 4.3 分 析 二 次 系统 
t=73— zr—ny)= P(r,y), 
y= -yl—7—y)= (x,Y) 
的 全 局 结构 ， 其 中 nn > 3. 
解 : (4.5) 的 有 限 远 奇 点 为 ， O(0,0), 4A(0,1), B(3,0) 及 C (一 
i) 当 n =3 时，C 与 4 重合 为 一 高 阶 奇 点 . 


先 考虑 nn > 3. 这 时 易 知 O，4，B 为 鞍点 ，C 在 第 一 象限 ， 
且 有 


oP oP -n+3 n(n—3) 
Or _ 1 一 
9 鸭 =| "3 "1 
Or Oy Gc n—1 nl 
Vonii 
其 特征 要 为 A= 一 3<n<5 时 


a 点 ， 当 n > 5 时 ， C 为 稳定 焦点 ， 当 n= 二 5 
时 ， c= (3 ， 了 )， 相 呈 红 性 系统 有 中 心 而 (4.5) 有 通 积分 


3/1 ? 
TY 3 +y—1 =h. (4.6) 


当 有 = 0 时 对 应 有 解 了 = 0, y = 0，3z 十 y 一 1 =0, 它们 分 别 
包含 奇 点 O，A，B. hh > 0 则 对 应 有 -- 系 闭 轨 转 绕 奇 点 C, 因此 
C 仍然 为 中 心 
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nn 关 5 时 可 取 Dulac 函数 B(z,y) = x- 守 iyai, 则 


8(BP) 8(BQ) 5-n 
Br ty 7 ATID®Y 


为 定 号 ， 故 无 闭 轨 . 
(4.5) 的 无 穷 远 奇 点 已 在 第 二 章 85 分 析 清楚 ， 把 上 述 结果 综 
合 起 来 即 可 得 出 n > 3 时 的 结构 图 4.7(a)-(c). 


(d) 


n 二 3 时 ， (0,1) 为 高 阶 奇 点 ， 经 平移 7 二 XY1,， y= 二 十 1， 
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(4.5) 化 为 


Z1 = 一 Zl1Z1 十 391)， 
入 =( 四 二 12) 三 ZL 十 矶 十 2 位 十 旭 ， 


(4.7) 


其 线性 部 分 有 特征 根 0 和 1. 用 第 二 章 $3 的 方法 ， 由 (4.7) 第 二 
式 右 端 = 0 解 出 见 = 一 x1 代入 (4.7) 的 第 一 式 右 端 , 得 更 (zl) = 
2z1 m = 2 g > 0. 故 (0,1) 为 鞍 结 点 ， 可 得 结构 图 4.7(d). 


例 4.4 生化 反应 中 的 三 分 子 模型 可 表 为 下 列 平面 系统 


» _ 2 
£2=A-(1+B)zr+r’y, (4.8) 
y = Bz — Ly, 
其 中 4, B > 0. 易 知 它 有 唯一 的 有 限 远 奇 点 (x,y) = (4, 4/B). 
为 研究 此 奇 点 的 性 态 及 极限 环 问题 ， 作 变换 zZ = x, 4 = 二 Xz 十 yy 化 
为 z, 飞 的 系统 
t=A-(1+B)r+2(u— 2), 
(4.9) 
UU=A-z. 
(4.9) 的 瞧 一 奇 点 为 了 = 4, = 4 十 B/A, 令 T= A+é, v= 
A+B/4+n, 得 到 
分 一 一 上 
E£=(B-1- ANE+Am+(B-24)A-1t? (4.10) 
+2Aén 一 6 + é2n. 
从 线性 部 分 可 以 看 出 , 当 B > 1+ 4? 时 原点 为 不 稳定 的 焦点 或 结 
点 ， 当 B < 1+ 42 时 原点 为 稳定 的 焦点 或 结 点 . 当 吾 =1 十 全 
时 线性 部 分 以 原点 为 中 心 ， 对 于 非 线性 系统 (4.10) 来 说 原点 的 判 
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断 较 复杂 . 为 避免 复杂 计算 ， 我 们 从 无 穷 壕 语 点 的 分 析 人 入 手 . 仍 用 
(4.8) 来 计算 较 简单 ， 令 了 = =，y = 全， 天 一 z2, 可 化 得 


dr 
d 
+B + (+ B)ye — Ay 
T 
和 (4.11) 
万 一 一 21Z 十 (1 十 B)z3 一 Az4. 


考虑 其 奇 点 (0,0) 及 (1,0). 对 于 (0,0), 由 (4.11) 第 一 式 右 端 
=0 解 出 妇 = Bz? 十 高 次 项 代入 第 二 式 的 右 端 ， 可 得 


2) = z — 424. 


由 m= 3, 9 二 1 得 知 (0,0) 为 鞍点 . 
对 (一 1 0), 令 gf1 二 一 | 十 22， 之 二 之 ， (4.11) 化 为 


dy2 _- 十 高 次 项 


dr 
dz 
二 =z 十 高 次 项 

故此 为 不 稳定 结 点 . 

令 = = 畦 ，y = 可 以 判断 y 办 方向 的 无 穷 远 奇 点 为 鞠 结 
点 ， 如 图 4.8. 因此 无 穷 远 是 排斥 的 . 当 B > 1+ 4A? 时 (4, B/A) 
为 不 稳定 . 由 极限 集 理论 得 知 , 围绕 此 奇 点 应 存在 稳定 的 极限 环 . 
现 证 它 也 是 唯一 的 极限 环 . 

对 (4.10) 利用 变换 6 一 方 ,了 一 矿 ，ds = A(l + dt. 


dé’ oo / 
4 7 (4.12) 
于 一 —g(é ) 
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na 


人 Aé —(B— 2A2)A-1é®? —-(B~-1— A2)A-1é’ 

Pl) = BAA 

ee 

(1 十 &')? 7 

346 ~ 2(B—24)A -一 1 一 4)4 

Ge 

_2(A€® 一 (了 -242)4-162 — (B-1— A?)A-!é') 

(T+ : 


g(é") = 


FE€') = 


由 (4.8) 的 第 一 式 可 知 字 | = 4 > 0, 故 + 二 0 为 无 切 直 线 ， 
z=0 

围绕 (4, B/4) 的 闭 轨 必 在 z > 0 半 平面 ， 因 而 只 要 讨论 z > 0， 

亦 即 1 + > 0 的 区 域 . 因 


ad /FE 2 BB-1-A? 
(ne ) = Ata A(l1 + €)? 


> 0， 
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eg(6) > 0, 入 关 0. 由 定理 3 可 知 ， (4,12) 最 多 只 有 一 个 极限 
环 . 因此 得 知 ，B > 1 二 A? 时 系统 (4.8) 有 唯一 的 稳定 极限 环 . 
下 面 来 证 明 B < 1+ 4 时 (4.8) 没有 闭 轨 线 , 因而 (4, B/A4) 
为 全 局 渐 近 稳定 的 奇 点 . 
对 参数 B 利用 旋转 向 量 场 理论 , 把 (4.10) 右 端 分 别 记 为 已 (6， 
n), QE, 7n), 则 


P Q| |PEn ec , 
ap 89|=| le 0 14+ 人 > 
BB 8B| Is+A° 


因 如 上 知 闭 轨 保 持 在 > 一 1 即 & > 一 4 的 部 分 . 故 (4.10) 关于 
上 B 构成 广义 旋转 向 量 场 ， 随 B 增 大 极限 环 扩大 , 当 吾 从 1+ A? 
增 大 时 , 极限 环 所 遮盖 的 区 域 边界 上 必 有 奇 点 , 因此 该 区 域 从 奇 点 
(4, B/4) 一 直 延 伸 到 无 穷 远 ， 从 而 B < 1 十 4? 时 不 能 有 闭 轨 转 
绕 (4,B/4), 否则 将 与 B > 1 十 42 时 的 闭 轨 相 交 ， 而 这 是 不 可 
能 的 ， 


例 4.5 考虑 具有 Holling II 类 功能 性 反应 的 食 饵 与 捕食 者 模型 


= za — br)— Te 
,eany | (4.13) 
YT Twor 下 


其 中 a,b，Q, w，e, d 均 为 正常 数 , 其 生态 意义 可 参见 [Mal, z, y 
分 别 表示 食 饵 与 捕食 者 的 数量 ， 因 此 可 在 (x,y) 的 第 一 象限 内 考 
虑 . 

先 令 dt = (1 + wz)dr, 再 通过 无 量 纲 化 以 减少 参数 ， 即 令 
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适当 选取 尼 ， 户 4, 可 使 (4.13) 化 为 ( 仍 记 3,， 5，t 为 x yy, 如 


ad 
二 一 2(al 十 a22 十 asZ2 一 y) = P(z,Y), 
dy 


(4.14) 


其 中 ai > 0, as < 0, a2 为 实数 ， (4.14) 的 奇 点 为 : O(0,0)， 
4(zo, 0), R(1, a1l 十 az 十 a3), 其 中 zo 为 方程 uaz2 十 azz 十 a1=0 
的 正 根 ， 又 设 ai + az 二 as > 0, 以 使 位 于 第 一 象限 . 易 知 O 
与 4 为 鞍点 ， 五 为 焦点 或 结 点 ， 当 a2 十 2as > 0 (或 < 0) 时 为 
不 稳定 (或 稳定 ). 
下 面 证 明 ; (i) 当 as + 2a3 < 0 时 ， (4.14) 无 极限 环 ; 
(站) 当 az + 2as > 0 时 ， (4.14) 有 唯一 极限 环 ， 且 为 稳定 
的 . 
证 明 (i), 取 Dulac 函数 


B(z,y) = zey (4.15) 


其 中 a，6 为 待定 常数 . 


_O(BP) 6(BQ) _ 
D = Dr 十 Oy 一 B(z,y) 


3 
. [Dati+t dee 1 _ (at+2)y- (B+ D+z)|. 
=! (4.16) 


取 a = 一 2, 得 到 
D= rz ?yl2asr +(a2+B+l)zs—(B+1). (417) 
记 7Y= 8+1, 要 使 DD 常 号 只 需 
B(x,Y) = 2a37 + (02 + YT—7Y 
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的 判别 式 
f(7) = (02+7) :+8a3y = 7 +2(a2+ 4a3)y +a2 < 0. (4.18) 
因为 
4(a2 十 4a3) 一 4a2 = 32a3(a2 + 243) > 0, 
故 f(Y) = 0 至 少 有 一 实 根 ， 从 而 总 可 取 到 Yo, 使 f(Y0) < 0. 则 
Dulac 函数 可 取 为 B(z,y) = zyY, 依 定理 3.5 知 ， (4.14) 不 
存在 极限 环 . 
再 证 明 (让, 先 证 极限 环 的 存在 性 .已 设 a2 十 2as > 0，aa 十 


a2 十 a3 > 0, 故 奇 点 如 为 不 稳定 ,只 要 作出 适当 的 外 境界 线 即 可 . 
过 4 作 直 线 z = zo, 由 


ad 
训 ao = —xoy <0 
知 (4.14) 的 轨 线 由 左 向 右 穿 过 此 直线 . 再 取 直 线 1 = xX+y 一 k = 0， 
其 中 大 待定 . 
| 一 (vz 一 1) 十 2Z(al 十 Q27 十 aa3a22 一 Yi=0 
1 一 0 


一 zZ(al 十 ao27 十 03Z2] + zo—k. 


当 0 <x < zo, 上 式 右 端 为 有 界 , 故 取 > 0 足够 大 , 可 使 其 右 端 
小 于 零 ,， 轨 线 穿 过 [的 方向 如 图 4.9 所 示 , 加 土 轨 线 Z=0 y= 二 0 
的 相应 段 所 围 成 的 区 域 G ( 见 图 4.9) 内 必 存 在 稳定 的 极限 环 . 

再 证 极限 环 的 唯一 性 ， 平 移 坐 标 原点 到 奇 点 R(1, yo), yo = 
al 十 02 十 03, 即 令 无 =2 一 1] = 一 加 ,可 得 


$ = 9(1+ 3)+ (a2+2a3)3 + (a2 二 33) 到 十 a3 五 ， 
dy 

本 | 4.19 
元 £(F + yo) (4.19) 
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dz dy 
二 dw， 二 dv 即 或 2 二 er 一 1 了 (ev 一 
令 也 1) 十 如 J，, 即 或 元 © 1， 2 (e 1)yo， 


可 将 (4.19) 化 为 Liénard 型 方程 


Y= -po(o) 一 Fu) 

(4.20) 
dv 
a 一 g()， 


其 中 g(w) = ee 一 1, yp(u) = yole’—1), F(u) = a2+a3—a2e"— 
ase”, F'(u) = Fu) = -a2e" — 2a3e%, 故 


a (总) ev[a2 十 2a3 一 2a3(e* 一 1)3] 
du g(O (e* —1)? 


由 az 十 243 > 0, a3 < 0 知 上 式 大 于 零 ， 极 限 环 唯一 性 定理 3.18 
的 其 它 条 件 均 可 满足 ， 因 此 所 得 到 的 稳定 极限 环 是 唯一 的 . 
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$3 ”结构 稳定 性 


由 上 一 节 的 图 4.7 可 见 ， 对 区 间 (3, 5) 内 的 不 同 的 n, 相应 于 
不 同 的 系统 (4.5), 但 它们 的 全 局 结构 图 形 基本 上 是 一 样 的 ， 都 如 
图 4.7(a) 所 示 ， 同 样 ， 对 于 例 4.4, 不 管 参数 A4，B > 0 取 值 如 
何 ， 只 要 B > 1 十 42, 对 应 系统 在 第 一 象限 都 有 唯一 的 稳定 极限 
环 ( 当 4，B 取 不 同 值 时 只 不 过 极限 环 的 具体 位 置 与 形状 有 所 不 
同 ), 其 它 轨 线 的 趋向 ( 当 t -+ 士 oo 时 ) 都 是 对 应 相同 的 ， 这 涉及 
结构 稳定 性 的 概念 . 即 对 这 些 参数 区 域内 的 值 ， 相应 系统 的 整体 轨 
线 结构 不 随 参数 值 的 变化 ( 仍 保持 在 相应 区 域内 ) 而 改变 .这 在 应 
用 问题 中 也 具有 本 质 的 重要 性 ， 因 为 由 实际 问题 总 结 为 数学 模型 
(如 上 面 的 系统 (4.8) 和 (4.13)) 往往 经 过 了 近似 与 简化 的 过 程 ， 
为 了 使 对 相应 数学 模型 的 研究 所 得 的 结论 能 如 实 反映 实际 问题 的 
性 态 ， 就 要 求 这 种 数学 模型 的 结构 具有 稳定 性 . 

为 了 严格 地 描述 轨 线 结构 在 系统 的 小 摄 动 之 下 不 变 这 一 概念 ， 
先 给 出 离散 系统 的 拓扑 共 示 与 向 量 场 的 拓扑 等 价 性 的 定义 ， 考 卡 
IR" 上 (或 区 域 G C IR" 内 ) 的 Cr 同 胚 映射 f, 9 : 了 ”一 IR”， 
它们 分 别 确定 了 到” 上 的 两 个 离散 系统 ， 以 及 由 Cr 映射 f, 9 所 
确定 的 两 个 向 量 场 


dazx 


下 = f(z), (4.21) 


TT ~ g(r). (4.22) 

它们 分 别 确定 了 JR” 上 的 两 个 连续 流 . 

定义 4.5 车 存 在 同 胚 映射 hh: IR" 一 JR", 使 
hof(z)=gonh(z), zeR", (4.23) 
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则 称 上 了 与 9 为 拓扑 共 思 . 

由 (4.23) 易 知 ，f"(7) = hilog"oh(z) 对 一 切 n€2 ze 
JR” 成 立 ， 因 此 离散 系统 f 与 g 的 轨道 在 h 之 下 一 一 对 应 ， 且 不 
动 点 与 不 动 点 ， 周 期 轨道 与 周期 轨道 分 别 相 对 应 . 


定义 4.6 若 存 在 同 胚 及 : IR" 一 JRn 使 (4.21) 与 (4.22) 的 流 
et(z) 与 和 i(Z) 的 轨道 一 一 对 应 且 保 持 方向 (但 不 要 求 保持 的 
参数 化 ), 则 称 向 量 场 (4.21) 与 (4.22) 拓扑 等 价 ; 如 进一步 保持 t 
的 参数 化 ， 即 有 


Rootitz) = Woh(r), 对 —W te R, zeER”, (4.24) 


则 称 两 者 为 拓扑 共 罗 . 
向 量 场 的 拓扑 等 价 性 要 比 拓扑 共 轿 性 要 求 低 一 些 , 可 见 下 例 . 


例 4.6 考虑 下 列 两 平面 系统 ， 
全 一 一， 3 = 2 (4.25) 


F=—y, YY=z+2z3. (4.26) 


它们 在 平面 上 均 以 原点 为 唯一 奇 点 ， 且 有 一 系 闭 轨 围 绕 此 奇 点 逆 
时 针 方向 运动 . 易 见 在 两 者 的 轨道 之 间 可 建立 保持 定向 的 同 胚 h: 
IR? 一 R2. 因此 它们 拓扑 等 价 .但 h 不 能 保持 t 的 参数 化 关系 
式 (4.24), 因为 (4.25) 为 线性 系统 ,每 一 闭 轨 均 以 27 为 周期 ， 而 
(4.26) 的 各 个 闭 轨 具有 不 同 的 周期 . 故 说 明了 这 两 个 向 量 场 不 是 
拓扑 共 斩 的 . 

关于 C7” 映射 了 的 微小 摄 动 问题 涉及 到 映射 空间 内 的 邻 域 概 
念 ， 通 常 如 下 定义 . 
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定义 47 设 定义 在 IRW 的 有 界 闭 区 域 G 内 ， 对 任 一 小 正 数 
< > 0, 7 的。 急 域 定义 为 
(N= {9 0"(G, mR") | ma | 9 > 


jk=1 i=0 


Ox 
(4.27) 
当 区 域 G 无 界 时 ， (4.27) 中 的 max 未 必 存 在 ， 这 时 需要 应 用 管 
状 邻 域 等 概念 把 上 述 定 义 加 以 推广 ， 在 此 从 略 . 
定义 4.8 ”对 C" 映射 所 确定 的 向 量 场 (4.21) (或 离散 流 ), 车 
存在 的 e 邻 域 芒 (有 ,使 任意 9 E Uc(f), (4.22) (或 由 9 所 确定 
的 离散 流 ) 均 与 (4.21) 拓扑 等 价 (或 与 了 拓扑 共 孝 ), 则 称 (4.21) 
(或 三 所 确定 的 离散 流 ) 为 结构 稳定 的 . 
结构 稳定 的 概念 1937 年 首先 由 A. Andronov 和 C. Pon- 
tryagin 对 平面 系统 所 引进 ， 同 时 他 们 还 给 出 了 平面 有 界 区 域 G 
上 的 系统 为 结构 稳定 的 充 要 条 件 ， 设 平面 系统 


dt (4.28) 


在 G 的 边界 上 没有 奇 点 和 切 点 ， 则 有 


定理 4.10 系统 (4.28) 在 G 内 为 结构 稳定 的 充 要 条 件 是 ， 

(i) 只 有 有 限 个 奇 点 ， 且 均 为 双 曲 的 ; 

(让 只 有 有 限 个 闲 轨 ， 且 均 为 单 重 极限 环 ; 

(这 ) 没有 鞍点 之 间 的 连接 轨 线 . 

证 明 可 参见 【Yel]. 1962 年 ， M. Peixoto 把 这 一 研究 推广 到 
紧 二 维 流 形 ( 即 二 维 闭 曲面 ) 上 的 系统 ， 证 明了 结构 稳定 系统 所 具 
备 的 特征 是 (让) (让, (ii 再 加 上 : 
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(iv) 每 一 轨 线 均 以 奇 点 或 极限 环 为 极限 集 . 

易 见 环 面 上 的 遍历 流 是 结构 不 稳定 的 ， 它 满足 定理 4.10 的 条 
件 , 不 满足 条 件 (iv). 关于 这 方面 的 进一步 的 研究 可 参见 [PMI] 和 
[Ll. 平面 多 项 式 系统 化 为 Poincaré 球面 上 的 系统 后 ， 因 为 把 赤 
道上 的 对 径 点 合 一 ， 就 得 出 射影 平面 上 的 系统 ， 故 可 应 用 Peixoto 
的 这 一 推广 结果 .但 结构 稳定 系统 的 特征 应 补充 要 求 厅 道 由 轨 线 
(包括 奇 点 在 内 ) 组 成 ， 详 见 [Lial. 


84 分 支 与 余 维 


4.1 分 支 (bifurcation) 


结构 不 稳定 的 系统 就 称 为 分 支 系统 , 也 就 是 说 在 一 个 分 支 系 
统 X 的 任意 邻近 ， 总 存在 摄 动 系统 了 , 使 Y 与 X 有 不 同 的 轨 线 
结构 

通常 ， 我 们 考虑 下 列 含 参数 的 常 微 系统 

宁 = F(z,N), (4.29) 

其 中 ze JR", 参数 和 € JRK. 分 支点 是 指 某 一 参数 值 Xe IR*， 
使 (4.29)A-A 为 一 分 支 系统 , 即 当 和 变化 经 过 Xe 时 ,系统 (4.29) 
的 轨 线 结构 会 发 生变 化 分支 一 词 通常 既 可 理解 为 分 支 系统 ， 也 
可 理解 为 参数 的 分 支 值 

一 个 分 支 系 统 必须 使 $3 中 结构 稳定 系统 所 具有 的 性 质 至 少 有 
一 条 不 成 立 ， 因 此 可 分 为 以 下 一 些 情况 分 别 讨论 : 
”1) 分 支 系统 至 少 有 一 个 奇 点 ， 使 在 此 奇 点 处 对 应 的 一 次 近似 
系统 具有 非 零 实 部 的 特征 根 ， 又 可 分 为 下 列 两 种 情况 ， 

1。 具 零 实 部 的 特征 根 ， 例 如 ， 对 平面 系统 来 说 ， 相 应 两 特征 
根 为 一 对 虚数 ， 故 此 奇 点 为 中 心 或 者 细 焦 点 . 
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例 4.7 考虑 系统 


= -一 (2 + 7), 


4.30 
y= 2- MT +). (4.30) 


当 入 =0 时 ， 它 以 O 为 中 心 ,具有 一 系 闭 轨 线 , 而 当 入 天 0 时 ， 
O 为 焦点 . 由 ?+ 二 一 和 7? 可知， 入 <0 时 为 不 稳定 ， 入 > 0 时 为 
稳定 . 因此 入 = 0 为 分 支 值 ， 对 应 系统 为 分 支 系统 . 


例 4.8 考虑 系统 


t=—y— z+ —N), 


4.31 
=z-yz2+ 人 只 -人 入. ( ) 


入 =0 时 (4.31) 以 O 为 稳定 的 细 焦 点 ， 入 < 0 时 O 为 稳定 的 粗 
焦点 ， 入 > 0 时 O 为 不 稳定 的 细 焦 点 ， 同 时 在 O 外 出 现 一 个 闭 
轨 线 z2 十 2 = 入 , 它 是 一 个 稳定 极限 环 .。 O 外 的 轨 线 如 图 4.10 
所 示 . 


(a) A<0 (b) 入 =0 (c) A>0 


图 4.10 


入 = 0 对 应 于 分 支 系 统 ， 特 别 当 入 由 零 变 为 正 时 ， O 改变 稳 
定性 而 在 其 外 出 现 极限 环 ， 这 种 分 支 称 为 Hopf 分 支 , 在 下 一 章 
我 们 将 详细 研究 . 
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2? 具有 零 特 征 根 ， 先 就 简单 的 1 维系 统 举 出 以 下 基本 例子 
来 看 这 种 分 支 的 基本 特征 . 


例 4.9 考虑 以 下 三 个 一 阶 方程 


化 一 入 一 22， (4.32) 
t = Az 一 22， (4.33) 
= Az 一 2Z3， (4.34) 


其 中 x ER, 入 EIR. 以 f(x, 入 ) 记 这 些 方程 的 右 端 函数 ， 它 们 都 
请 中 条件。 (0,0) = 0， 二 (0,0) = 0, 入 = 0 时 对 应 线性 系统 
均 为 = 0, 它 具 有 零 特 征 根 、 入 变化 经 过 零 时 ， 这 三 个 系统 分 
别 出 现 不 同 特点 的 分 支 ， 在 (z, A) 平面 上 画 出 分 支 图 形 如 图 4.11 
所 示 . 

对 (4.32), 在 入 < 0 一 侧 系统 没有 奇 点 , 而 在 入 > 0 一 侧 , 系 
统 出 现 两 个 奇 点 ， 位 于 抛物 线 入 = 2 上， 上 面 的 一 个 为 稳定 ， 下 
面 的 一 个 为 不 稳定 .这 就 是 入 由 负 变 正经 过 零 时 所 呈现 的 变化 情 
况 ， 从 没有 奇 点 到 一 个 奇 点 再 分 裂 为 两 个 奇 点 ， 如 图 4.11(a), 通 
常 称 这 种 分 支 为 鞍 结 点 分 支 . 

方程 (4.33) 在 入 = 0 时 有 奇 点 2 = 0, 当 入 关 0 时 (4.33) 
恒 有 两 奇 点 ，X= 二 0 及 I 二 入 ,入 <0 时 z=0 为 稳定 而 X= 入 
为 不 稳定 ， 当 入 > 0 时 两 奇 点 交换 稳定 性 ， 其 分 支 图 如 4.11(b)， 
它 称 为 超 临界 分 支 (transcritical bifurcation). 

方程 (4.34) 在 和 = 0 时 的 分 支 又 和 上 述 不 同 , 在 入 <0 时， 
它 仍 有 一 个 奇 点 x = 0, 与 入 = 0 时 的 同 为 稳定 ， 而 入 > 0 时 分 
裂 为 三 个 奇 点 ， 除 z = 0 外 还 有 X= 土 V 和 , 均 为 稳定 ， 而 2 二 0 
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变 为 不 稳定 ， 其 分 支 图 如 4.11(c), 这 一 分 支 形象 地 称 为 草 叉 分 支 
(pitchfork bifurcation). 


(0 


图 4.11 


对 维 数 大 于 1 的 系统 的 高 阶 奇 点 分 支 会 出 现 许多 更 复杂 的 情 
况 ， 在 下 一 章 再 详细 讨论 . 

2) 分 支 系 统 至 少 有 一 个 闭 轨 ， 它 不 是 单 重 极限 环 . 例如 有 一 
个 二 重 环 的 情形 ， 可 参考 下 面 的 例子 ， 更 一 般 的 (k > 2) 重 极 
限 环 的 情形 以 及 由 一 系 闭 轨 产 生 极限 环 的 分 支 情况 将 在 下 一 章 系 
统 讨论 . 
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图 4.12 
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例 4.10 考虑 平面 系统 
=—y—rr + 1) +X\, 
y=7— yr + om 1) 十 》Xy. 

当 入 = 0 时 (4.35) 具有 一 个 二 重 极 限 环 Lo: 十 她 二 1, 它 

”是 一 个 分 支 系统 ， 因 为 当 入 < 0 时 (4.35) 的 极限 环 消失 ， 而 当 

入 > 0 时 Lo 分 裂 为 邻近 的 两 个 极限 环 ?十 只 =1 土 VA (| 和 | 其 

小 时 ). 在 二 重 极限 环 邻近 轨 线 的 变化 如 图 4.12 所 示 . 

如 果 考 虑 这 时 在 二 重 环 邻近 的 已 - 映射 ， 则 可 以 得 出 与 图 

4.11(a) 完全 相对 应 的 分 支 图 . (4.35) 在 极 坐标 之 下 化 为 

+=—r{(r? — 1)?— 人 A}, 


0=1. 
作 无 切线 段 96= 0, 在 Lo : 十 妨 = 1 邻近 ， 后 继 函 数 为 


d(7, A) = P(r, A) 一 7 


(4.35) 


(4.36) 


易于 得 知 d(7, 入 ) = 0 为 (7r? 一 1)? 一 入 =0, 由 它 可 以 确定 (和 \,7) 
平面 上 的 分 支 图 ， 如 图 4.13(a), 其 中 7 广 = V1 土 VX, 它 对 应 于 
两 系 闭 轨 线 : 


It: z(t) = V1ltVAcost, Wt) =V1l+tVAsint, 


图 中 实 线 对 应 于 I 为 稳定 极限 环 ， 虚 线 对 应 于 LX 为 不 稳定 极 
限 环 , 图 4.13(a) 显然 与 图 4.11(a) 是 一 样 的 (至少 在 分 支点 入 二 
0, 7 = 1 邻近 ). 
例 4.11 考虑 系统 
= -一 z(22 十 凤 一 To 二 多 一 1 一 人 (4.37) 
y=7— Hr + + -1-N\. 
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它 在 极 坐 标 之 下 可 化 为 
六 一 一 r(r2 一 1)(r2 一 1 一 信 )， 


， (4.38) 
b=1. 


对 应 的 周期 解 为 > = 1 和 另 一 族 闭 轨 rA = V1 十 入 
La : (zs(t), yt) = (Vl+ Acost, Vli+ Asint), 和 A>—1. 


其 分 支 如 图 4.13(b) 所 示 ， 它 与 图 4.11(b) 所 表现 的 分 支 情况 实 
际 上 是 一 样 的 . 
例 4.12 考虑 系统 
=—y— z(t + 1+ 1- 人 NN, 
(4.39) 
y=7— yr + ol + 1-y. 
当 入 = 0 时 (4.31) 有 一 个 三 重 极限 环 ” = 1, 入 <-0 时 只 有 一 个 
极限 环 = 1, 当 入 > 0 时 除 r = 1 外 ， 还 有 两 个 极限 环 了 六 : 


(z(t), y(t)) = (V1+ VAcost, Vl+VAsint), A>-—l. 


其 已 - 映射 在 和 二 0 附近 的 分 支 图 413(c) 是 和 图 4.11(c) 相同 
的 . 
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分 支 系统 也 可 以 具有 一 系 闭 轨 线 ， 当 参数 入 变化 时 ， 大 部 分 
闭 轨 破裂 , 而 只 在 某 些 闭 轨 的 邻 域 出 现 极限 环 , 这 种 分 支 现象 称 为 
Poincaré 分 支 . 例如 ， van der Pol 方程 


t=Y, 
(4.40) 
y= -z+ Ml -— 722). 
当 入 =0 时 (4.40) 有 一 系 闭 轨 z2 十 欠 2 = 有 ,而 当 入 去 0 时 第 三 
章 已 证 它 有 唯一 极限 环 ， 下 一 章 将 证 明 当 入 一 0 时 此 极限 环 不 是 
缩 向 奇 点 O, 而 是 以 一 系 闭 轨 中 的 一 条 ， 22 十 太 2 = 4, 为 其 极限 
位 置 ， 这 就 是 说 ， 入 = 0 是 (4.40) 的 Poincaré 分 支 值 . 


(a) (pb) 
4.14 


3) 分 支 系 统 具 有 鞍点 之 间 的 连接 轨 线 .例如 对 平面 系统 来 
说 ， 与 极限 环 问 题 密切 相关 的 是 出 现 同 宿 奇 闭 轨 (如 图 4.14(a)) 
和 异 宿 奇 闭 轨 (如 图 4.14(b)) 所 示 的 一 些 情况 ， 我 们 将 在 下 一 章 
系统 地 加 以 研究 . 


4.2 开 折 (unfolding) 与 余 维 (codimension) 


考虑 含 参数 系统 
dz 
学 = je (4.41) 
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其 中 jE C7(IR" x IR*,IR"). 设 入 二 0 对 应 于 分 支 系统 
ad. 
3 = fo(r) = f(e,0). (4.42) 


定义 4.9 当 | 和 | 关 0 且 其 小 时 ， 称 (4.41) 为 分 支 系统 (4.42) 的 
一 个 开 折 (unfolding). 

分 支 系统 (4.42) 在 相 空 间 中 某 一 个 局 部 ， 例 如 一 个 非 双 曲 奇 
点 邻近 或 一 个 特征 指数 为 零 的 闭 轨 线 邻 近 , 其 拓扑 结构 为 不 稳定 , 
| 和 | 去 0 且 甚 小 时 ， 系 统 在 这 一 局 部 的 性 态 会 发 生变 化 .人们 和 希望 
找到 包含 若干 个 参数 和 1,… ,入 的 开 折 ， 使 相应 的 系统 (4.41) 包 
含 了 一 切 开 折 在 这 一 局 部 出 现 的 所 有 可 能 的 各 种 拓扑 结构 ， 具 有 
这 种 性 质 的 开 折 就 称 为 普 适 开 折 (universal unfolding). 在 普 适 
开 折 中 ， 含 有 的 参数 个 数 为 最 少时 ， 其 个 数 7 就 称 为 分 支 系统 的 
余 维 (codimension )， 

例如 ， 一 维 鞍 结 点 分 支 系 统 (4.32) 就 是 系统 之 = 一 x? 的 一 
个 普 适 开 折 ， 当 参数 入 向 正 负 两 方 变化 使 相应 系统 在 x 二 0 邻近 
的 结构 代表 了 一 切 开 折 所 可 能 出 现 的 结构 ， 例 如 同一 分 支 系统 的 
另 一 开 折 (4.33) 当 参 数 变化 时 ， 2 = 0 邻近 所 出 现 的 结构 都 包含 
在 开 折 (4.32) 之 中 ， 因 此 ， 分 支 系统 (4.32) 是 余 维 1 分支. 在 下 
一 章 将 详细 讨论 平面 系统 的 各 种 余 维 1 分 支 ， 如 鞍 结 点 分 支 ， 一 
阶 细 焦 点 分 支 ， 二 重 极限 环 分 支 以 及 在 一 定 条 件 下 的 同 宿 和 异 宿 
奇 闭 轨 分 支 等 . 

对 系统 二 一 2z3 来 说 ， 开 折 (4.34) 就 不 是 普 适 的 ， 因 为 它 
不 能 包含 奇 点 z = 0 邻近 所 出 现 的 一 切 拓扑 结构 变化 情况 ， 而 二 
参数 系统 

一 和 Ai 十 和 az 一 2 (4.43) 
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才 是 一 个 普 适 开 折 , 由 和 1 十 和 7 一 7 二 0 的 判别 式 


二 上 + 全 =0 (4.44) 


图 4.15 


可 知 ， 它 对 应 于 (入 1, 2) 平面 上 的 两 支 曲线 妇 ，l2, 如 图 4.15, 对 
应 于 有 i, l2 下 方 的 点 ， 系 统 (4.43) 在 z = 0 邻近 有 一 个 奇 点 ， 而 
对 应 于 上 方 的 点 ，(4.43) 在 xz = 0 邻近 出 现 三 个 奇 点 , 如 (Al, 和 2) 
从 (0,0) 沿 曲 线 4 或 lz 变动 ， 则 系统 在 > = 0 邻近 出 现 两 个 奇 
点 (一 个 为 双 曲 ， 另 一 为 非 双 曲 ). 它 代表 了 所 有 可 能 的 变化 . 因为 
对 任意 开 折 


=—x 十 》 Xi (甚至 7 一 oo) 
i=0 
易 见 当 | 入 i| 其 小 时 ， 在 x = 0 邻近 此 系统 最 多 出 现 三 个 奇 点 ， 其 
结构 包含 在 上 述 情况 之 中 . 因此 = -23 是 一 个 余 维 2 分 支 . 关 
于 平面 系统 的 一 个 典型 的 余 维 2 分 支 将 在 下 一 章 给 出 . 
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85 规范 形 


在 第 二 章 研究 n 维系 统 之 = f(z) 的 奇 点 ZX = 0 时 ( 设 
j 0) = 0), 如 果 导 算 子 4 = Df(0) 不 具有 零 实 部 的 特征 值 ， 则 
O 为 双 曲 奇 点 , 这 时 O 邻近 的 性 态 就 可 由 系统 的 线性 部 分 之 三 4z 
确定 ， 通 过 适当 线性 变换 可 将 4 化 为 Jordan 标准 型 . 奇 点 的 性 
态 可 依 不 同 的 标准 型 来 分 类 . 但 对 于 非 双 曲 奇 点 , 则 不 能 完全 由 线 
性 部 分 确定 , 而 要 考虑 到 它 的 二 次 以 及 二 次 以 上 的 项 . 能 否 依 次 把 
这 些 项 化 为 一 定 的 标准 形式 以 分 类 研究 这 种 奇 点 的 性 态 ? 这 就 是 
规范 形 (normal form) 的 基本 思想 . 

设 4 已 化 为 标准 型 ， 考 虑 系统 


t= Azrt+ f(z)+ fa(z)+…, (4.45) 


其 中 刻 (x) e H#, 它 表示 x = (z1,…… ,zn) 的 上 次 齐 次 多 项 式 所 
组 成 的 空间 ， 此 = 2,3,…. 首先 通过 变换 式 


z= y+h2(y), (4.46) 
其 中 h2(y) € 有 H2, 希望 能 选取 适当 的 hz(y) 使 (4.45) 的 二 次 项 
尽 可 能 地 简化 .由 于 之 = 乡 + Dh2(y)y = (十 Dh2())y, 故 


y= (I+ Dh2(y))- sz 
= [(I — Dh2(y) + O(Iy[)] 
[A(y + hz(y)) + fo(y) + Ollyl)]. 


从 而 
y= Ay+g2(y) + fa(y) +*…, (4.47) 
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其 中 fs(y) 表示 y 的 齐 三 次 的 项 ，g92(y) = [ 户 ( 殷 一 (Phiz(y)49% 一 
4jhaz(y))]. 引入 关于 4 的 伴随 算 子 


ads : 万 2 一 H?, ads(h2(y)) = Dhz(y)Ay — Ah2(y), 
(4.48) 
则 (4.47) 可 表 为 


y= Ay+ fo(y) ~ adh(h2(y)) + By) + +- (4.49) 


设 算 子 od2 在 H2 中 的 值 域 为 已 2, 将 H2 表 为 P2 及 其 补 空间 
Q@? 的 直接 和 
Hi=P®Q’. (4.50) 
对 于 (4.45) 中 的 二 次 项 f(z), 有 以 下 两 种 情况 : 
1) 如 果 户 (z) < P2, 则 存在 h2(y) < H%, 使 ad4(h2(y)) = 
厂 ( 胃 . 这 时 关于 y 的 方程 (449) 中 将 不 再 出 现 二 次 项 
2) 如 果 户 (z) 4 P?, 则 对 适当 的 hz(y) € H2, ad%(h2(y)) E 
Q@Q2, 因此 可 按 Q2 中 的 基底 去 讨论 变换 后 方程 (4.49) 的 二 次 项 所 
可 能 出 现 的 各 种 形式 .连同 线性 项 在 内 ， 把 方程 (4.47) 截断 到 二 
次 项 ， 所 得 系统 
y= Ay+g2(y) (4.51) 


称 为 原 系统 的 二 次 规范 形 
类 似 地 ， 对 三 次 项 可 依 同样 的 过 程 讨 论 ， 设 取 变 换 


2 一: 十 jh3(2)， 


其 中 hs(z) E H3. 这 一 变换 不 会 影响 到 系统 中 的 一 次 和 二 次 项 ， 
故 (4.47) 化 为 


z= Az+g2(z) + [fa(2) 一 ad3ha(z)] + fa(z)+:.., (4.52) 
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其 中 ad3 : H3 一 H3, hs(z) -DRpa(z)4z 一 Ahs(z)， 它 和 
ad2 依赖 于 4 的 形式 是 一 样 的 ， 只 需 把 hz 换 为 hs 即 可 .同样 
考虑 aaa 在 H3 中 的 值 域 P3 以 及 它 在 H3 中 的 直 和 分 解 的 补 空 
间 @?. 当 户 (z) e P3 时 ， 变 换 后 的 系统 将 不 含 三 次 项 ， 否 则 可 
取 适 当 的 ns(z), 使 系统 化 为 


z= 4z 十 go(2) 十 gs(z) 十 站 (2) 十 …， (4.53) 


在 (4.53) 中 ， 截 断 到 93(z) 为 止 的 方程 就 称 为 三 次 规范 形 , 可 依 
Q3 中 的 基底 得 出 它 的 形式 ， 重 复 此 步骤 可 进一步 确定 4 次， 5 
次 ，………: 规范 形 ， 当然 ， 次 数 越 高 ， 形 式 将 越 复杂 ， 如 果 系 统 
(4.45) 为 解析 ， 则 上 述 步 骤 可 无 限 地 进行 下 去 ， 可 形式 地 得 到 圭 
级 数 式 的 规范 形 ， 因 而 需 讨论 它 是 否 收敛 ， 可 参见 [Ar|. 


例 4.13 考虑 平面 系统 


Z= Az+fo(z)+.…, (4.54) 
Xl 01 
其 中 z= | ) 和 4= | ) mew 
TX2 00 
2 2 
因 户 (z) = (3 their2 + “| 两 分 量 各 有 三 个 任意 
Q221 十 boX17X2 十 C272 


系数 ， 故 1 等 同 于 一 个 聘 5, 在 其 中 可 取 如 下 一 组 基底 


在 算 子 ad% 之 下 
DeiAzx — 4el = (* )) ( ) 加 
0 0 00 并 2 
01 2Z3 加 221272 
ooJ\o) \o 


即 el ”2e2, 类 似 计算 可 得 
€2 563, 63 FF 0，e4 F 2e5 一 €1, €5 HHy c6 一 CE2，6eE6 hy> 一 CE3.。 


(4.55) 
相对 于 这 组 基底 ad 的 矩阵 为 


020000 
001000 
000000 

La= 

-10 0020 
0 -10 001 
0 0 -100 0 


它 的 秩 等 于 4, 故 ada 的 值 域 为 P2 = 及 4, 由 (4.55), 可 取 2e2， 
63, 2e5 一 el 66 一 62 为 其 基底 ， 即 


P2 = 下 


27172 12 —22 一 2122 
三 span ?》 》 》 2 机 
0 0 27172 2Z2 


它 的 补 空间 可 取 为 


@? = span{e4, es} = we | ( ,| ; ( 9 ) | 
Xi TX1T2 
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相应 地 ， 二 次 规范 形 为 


0 1 0 0 
= y+p| ,J+ga ， 
0 0 yt YYy2 


Y1 = 2， 
2 = py + qyiy2- 


方程 (4.56) 是 下 一 章 将 要 讨论 的 线性 部 分 具有 两 个 零 特 征 根 的 余 
维 2 分 支 ， Bogdanov-Takens 分 支 . 


亦 即 


(4.56) 


注 4.2 ”规范 形 的 表示 不 是 唯一 的 ， 它 依赖 于 补 空间 中 基底 的 选 
取 , 例 4.13 中 也 可 另 取 以 基底 {et，2el +e5} 所 张 成 的 @” 作为 
P? 的 补 空间 ， 则 相应 的 二 次 规范 形 为 


1 = yo + 2g%, 
加 = pyt + qyiy2. 


还 可 取 不 同 的 基底 得 出 另外 的 规范 形 . 
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第 五 章 平面 系统 的 分 支 


如 84.4 已 述 ， 结 构 不 稳定 系统 就 称 为 分 支 系统 ， 或 简称 为 分 
支 (bifurcation). 就 平面 系统 而 言 , 分 支 现象 可 以 出 现在 一 个 奇 点 
邻近 ， 那 么 该 奇 点 相应 的 一 次 近似 系统 的 特征 根 或 具有 零 实 部 ， 
邑 出 现 一 对 纯 虚 根 , 这 时 相应 的 奇 点 为 中 心 或 细 焦 点 ， 系 统 经 摄 动 
以 后 其 邻近 的 拓扑 性 态 就 会 发 生变 化 ， 且 在 此 奇 点 外 围 邻 近 可 能 
会 出 现 极限 环 ， 这 就 是 Hopf 分 支 ; 或 具有 零 特 征 根 ， 这 时 相应 具 
有 高 阶 奇 点 ， 系 统 经 摄 动 之 后 ,其 性 态 会 发 生变 化 , 奇 点 可 能 分 裂 
为 几 个 且 伴 随 着 极限 环 的 出 现 ， 这 种 分 支 现 象 中 最 基本 的 一 个 称 
为 Bogdanov-Takens 分 支 , 分 支 系统 也 可 以 具有 装点 之 间 的 连接 
轨 线 ， 通 常 有 同 宿 轨 线 (一 条 轨 线 当 七 一 土 oo 时 两 端 均 趋向 同一 
鞍点 ) 和 异 宿 轨 线 (两 端 趋向 于 不 同 鞍点 的 轨 线 ) 相应 的 系统 就 出 
现 同 宿 (homoclinic) 和 异 宿 (heteroclinic) 分 支 . 若 系统 具有 一 
个 重 极限 环 ,， 则 在 摄 动 以 后 其 邻近 的 拓扑 性 态 也 会 发 生变 化 ,此 环 
消失 或 分 裂 出 多 个 极限 环 , 这 就 是 多 重 极限 环 分 支 ; 或 者 系统 具有 
一 系 闭 轨 (如 中 心 点 外 围 的 情形 ), 经 摄 动 之 后 , 这 些 闭 轨 大 部 分 破 
裂 ， 而 在 某 一 些 闭 轨 邻 近 出 现 了 孤立 的 闭 轨 极限 环 ， 这 种 分 
支 通常 称 为 Poincaré 分 支 . 

在 本 章 内 相应 分 为 五 节 来 分 别 讨论 上 述 不 同 的 分 支 现象 . 
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31 广义 Hopf 分 支 


考虑 含 参数 的 平面 系统 
dr d 
= PEN = (ey (5.1) 
其 中 (zx,y) € IR2, 入 = (A1,…, 和 ) € IR*, 设 已 8 关于 其 变 元 
为 Cr(r > 1) 类 的 ， 或 为 解析 的 .例如 已 @Q 为 2,y 的 多 项 式 
时 ， (5.1) 就 称 为 多 项 式微 分 系统 , 这 时 P，Q 的 系数 即 视 为 参数 
入 . 


为 了 阐述 Hopf 分 支 ， 先 看 下 列 例子 . 


例 5.1 考虑 系统 
~ =—y— Zz(2 + —\), 
中 (5.2) 
让 = + 一) 


化 为 极 坐标 易 知 入 = 0 时 (5.2) 以 O(0,0) 为 稳定 的 一 阶 细 焦 点 . 
入 < 0 时 O 为 稳定 的 粗 焦 点 ， 而 入 > 0 时 ， 0O 为 不 稳定 的 粗 焦 
点 ， 且 围绕 着 O 出 现 了 一 个 稳定 的 极限 环 2? 十 妨 = 入 O 点 令 
近 的 拓扑 结构 变化 如 图 5.1 所 示 ， 由 于 一 阶 细 焦 点 改变 为 具 相 反 
稳定 性 的 粗 焦点 而 在 其 外 围 邻近 出 现 了 一 个 极限 环 ， 这 种 类 型 的 
分 支 就 称 为 了 opf 分 支 , 也 叫做 一 阶 细 焦 点 分 支 . 
较 一 般 地 ， 设 入 = 0 时 (5.1) 以 O(0,0) 为 奇 点 ， 且 其 一 次 近 
似 系统 以 O 为 中 心 点 ， 则 经 线性 变换 可 把 (5.1) 化 为 
dz 
at 


党 = b(N)z — a( Ny + Q2(7, 9, A), 


一 a( 和 jz 一 b(A)y 十 Ps(z, 2 入 )， 
(5.3) 
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(a} A<0 (b) 4=0 (c) 4>0 


图 5.1 


其 中 访 ，Q@2 从 x,y 的 二 次 项 开始 。 《5.3) 的 一 次 近似 系统 有 特 
征 根 a( 入 ) 土 动 (A), 设 a(0) = 0，M0) > 0 (5(0) < 0 时 可 类 似 讨 
论 ). 
定理 5.1 设 入 = 0 时 (5.3) 以 O 为 稳定 (不 稳定 ) 的 一 阶 细 焦 
点 ， 则 当 入 关 0 且 人 | 充分 小 而 使 D 变 为 (5.3) 的 不 稳定 (稳定 ) 
焦点 时 ， 在 O 外 围 邻 近 分 支出 唯一 的 闭 轨 线 ， 它 是 稳定 (不 稳定 ) 
的 极限 环 . 
证 明 ”化 为 极 坐标 (p,9) 易 知 (5.3) 变 为 

2 = a Np+ 0(p), 

db 

dt 
由 8(0) > 0 知 | 和 | 其 小 时 ， MA) > 0, 故 (5.3) 的 轨 线 绕 O 逆 时 
针 转 动 ， 考 察 括号 外 的 情形 ， 当 入 = 0 时 在 正 x 轴 上 O 邻近 取 
点 4, 因 O 稳定 ， 故 过 4 的 轨 线 道 时 针 绕 O 一 周 后 与 正 > 轴 相 
交 于 OA 内 一 点 B, 由 解 对 参数 值 的 连续 依赖 性 可 知 , 当 | 放 天 0 
足够 小 时 ， 过 4 点 的 轨 线 (如 图 5.2 中 虚线 ) 亦 与 正 x 轴 再 次 相 
交 于 OA 内 一 点 B1. 由 假设 ， 对 这 样 的 |A|,O 〇 变 为 不 稳定 ， 因 
而 当 C 点 充分 接近 O 时 有 轨 线 CD, 它 和 z 轴 上 线段 CD 组 成 
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= b(A) + O(p). 


内 边界 ， 轨 线 4B1 及 线段 4B1 组 成 外 边界 ， 可 知 它们 所 围 成 的 
环 域内 存在 一 稳定 极限 环 ( 郊 定理 3.7). 
因 这 样 的 环 域 可 取得 充分 小 ， 从 而 可 推 知 唯一 性 
证 毕 


一 一 


5.2 


定理 5.1 通常 称 为 一 阶 Hopf 分 支 定理 . 对 于 高 阶 细 焦点 ， 
可 给 出 如 下 的 广义 Hopf 分 支 定理 . 


定理 5.2 设 入 =0 时 (5.1) 以 O 为 m 阶 细 候 点 且 (5.1) 右 
端 为 Cr(r > 2m 十 1) 类 函数 ， 则 存在 co, 60 > 0, 使 对 任 一 组 
入 , |A| < eo, (5.1) 在 以 O 为 中 心 ，60 为 半径 的 圆 盘 Cio(O) 内 最 
多 有 mm 个 极限 环 ， 且 对 任 一 0 <e < eo, 存在 适当 的 入 从 | < 6 
使 系统 (5.1) 在 Uio(O) 内 恰 有 m 个 极限 环 . 
证 明 ” 设 入 =0 时，0O 邻近 的 后 继 函 数 为 

dl(p)=agp* +o(p'), ak¥0, 大 = 2m 十 1 


由 解 对 初 值 和 参数 的 连续 依赖 性 可 知 ， 当 | 入 | > 0 且 充 分 小 时 ， 
(5.1) 在 O 邻近 的 后 继 函 数 可 表 为 


dp,N) =mNp+ i Np + + (MNp: + o(p*), (5.4) 
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其 中 [6;( 和 )| 均 为 小 量 ，1 = 1 一 1 吏 (A) 去 0. (5.4) 的 小 
零点 个 数 由 (和 )p 十 … 十 3k( 和 )p* 确定 ， 故 存在 eo, jo > 0 使 
当 | 和 | < eo 时 ，d(p, 入) 在 (一 6o, 60) 内 至 多 存在 大 = 2m 十 1 个 
零点 ， 如 果 | 和 | < e@o 时， 存在 摄 动 系统 (5.1), 它 具有 多 于 mm 个 
极限 环 ， 设 为 (m 十 1) 个 ， 在 U5。(O) 内 .每 一 个 环 与 正 ,， 负 z 
轴 各 交 于 一 点 (p1,0), (一 p2,0), p1,p2 > 0 县 均 € (0,650). 因此 
Pp1, pa 为 dp, 和) 的 两 个 零点 ， 对 应 于 (m 十 1) 个 极限 环 ， 则 可 得 
出 2(m 十 1) 个 d(p, 入 ) 的 零点 ， 与 前 述 最 多 (2m + 1) 个 零点 相 
矛盾 .这 就 证 明了 在 Uso(O) 内 (5.1) 最 多 只 有 mm 个 极限 环 . 

定理 后 半 部 分 要 证 明 m 是 可 以 达到 的 . 入 =0 时 (5.1) 的 
右 端 分 别 记 为 Po(7,y)，Qo(X, 功 , 考虑 如 下 摄 动 系统 


az 


训 = P(x,Yy) 十 Xoz 十 和 Aiz(z2 十 22) 十 …， 


十 Xm_1z(z2 + 2)™ 1 = P(r,Yy, No, , Am-1), 
(5.5) 


d 
= Qo(z,) + Aoy + A1Y(22 十 妨 ) 十 …: 


TAm_1y(72 十 2 三 Q(z, 2 和 0， 0 ,Am—1). 
上 述 系 统 在 O 邻近 的 后 继 函 数 记 为 
d(p; No, Am_1), 且 d(p, 0,.. ,0) = d(p). 


对 6 > 0, 存 在 入 ,0 < 入 <ce 及 7,0 < 7r* < 60, 使 得 
当 | 和 | < 入 ,和 = 0,…,m 一 1 时 dd 对 所 有 p < r* 均 有 定 
义 且 其 零点 五 < r* 所 对 应 的 闭 轨 线 整个 位 于 Us。(O) 内 ， 由 于 
dm+l)(0) 尖 0, 为 确定 起 见 不 妨 设 df2m+D(0) > 0, 即 OO 为， 
(5.1)a-0 的 m 阶 不 稳定 细 焦 点 .保持 Xo = … = 和 m-2 = 0, 先 
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变动 Am-1,0 < |Xm-i| < 》*, 这 时 易 计算 出 后 继 函数 
d(p, 0， ” 0, Am-_1) 一 2r Mm_ip™! 十 o(p2™-1). 


取 Am-1 < 0 则 0O 变 为 一 (m 一 1) 阶 稳定 细 焦 点 . 类 似 于 定理 5.1 
的 证 明 可 得 知 ， 这 时 在 O 外围 邻近 产生 一 极限 环 L1, 它 是 不 稳定 
的 ， 保 持 和 0 = 二.… = Am-3 = 0, 再 变动 和 Am-_2, 0 < Am-2 < 入"， 
取 和 \m-2 适当 小 ， 使 Li 不 消失 ,而 O 变 为 (m 一 2) 阶 不 稳定 细 
焦点 ， 故 又 在 L1 内 产生 一 稳定 的 极限 环 L . 依 此 步骤 ， 相 继 变 
动 Am-3, 和 m-4,"……, 入 0 让 其 符号 正 负 交 替 ， 且 | 和 i| 足够 小 从 而 
使 O 一 次 次 改变 稳定 性 ， 每 次 细 焦 点 的 阶 数 降低 1, 直至 Xo 夭 0 
时 变 为 粗 焦点 ， 而 分 支出 L1, L2,… ,Lm. 共 m 个 极限 环 . 

当 (5.1) 的 右 端 P(z,y (X,Y) 为 z, 4 的 实 系数 多 项 式 
时 ， 就 称 为 多 项 式微 分 系统 . 关于 这 类 多 项 式 系统 的 极限 环 分 支 问 
题 ， 下 面 将 较 多 地 以 二 次 系统 (二 次 微分 系统 的 简称 ， 即 已 , @ 为 
2, y 的 二 次 多 项 式 的 微分 系统 (5.1)) 为 例 . 这 时 ， [Ye1] 将 可 能 
具有 极限 环 的 二 次 系统 化 为 如 下 形式 : - 


=—y+dr +lr?+ mry+ ny, 


(5.6) 
y=7+ar +bry. 


由 简 到 繁 ， (5.6) 可 依次 分 为 如 下 三 类 。 当 &a =6= 0 时， 称 
为 类 系统 ， 当 5= 0,o 关 0 时 ， 称 为 [类 系统 当 b 关 0 
时 称 为 II 类 系统 ， d 关 0 时 (5.6) 以 O(0,0) 为 粗 焦点 ，d < 0 
时 O 为 稳定 ，d > 0 时 O 为 不 稳定 当 d=0 时 0O 为 细 焦 
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点 ， 关 于 其 焦点 量 [Ye 1] 中 给 出 了 如 下 公式 ， 


Wi = ml(l+7n) -alb + 2)), 

Wz = ma(5a — m)[({+ n)2(n 二 +b) 一 a2(b 十 21 十 n)]， 

Ws = na2[2a2 + n(t + 2 +n) (n+) — ob +2l+n)). 
(5.7) 


有 如 下 结论: 

(1) 当 d= 0, Wi 半 0, 则 0O 为 一 阶 细 焦 点 Wi <0 时 0O 
为 稳定 ， Wi > 0 时 O 为 不 稳定 ; 

(2) 当 d= WW = 0, Wo 了 0, 则 OO 为 二 阶 细 焦 点 ，W2 < 0 
时 O 为 稳定 ， W2 > 0 时 O 为 不 稳定 ; 

(3) 当 d= WV = Wa = 0, Ws 关 0, 则 0O 为 三 阶 细 焦 点 ， 
Wa < 0 时 O 为 稳定 ， Ws > 0 时 O 为 不 稳定 ; 

(4) 当 d= = Wa = Ws = 0 时 ，0O 为 中 心 ; 

(5) 当 (5.6) 的 系数 从 (1)-(4) 的 任 一 种 情况 变化 时 , 在 O 的 
足够 小 的 邻近 ， 最 多 可 出 现 三 个 极限 环 . 


例 5.2 考虑 一 特殊 的 二 次 系统 ，n = 0 时 的 开 类 方程 ， 见 [Ye 1 


t= -y+dr+ lr? + mzey, 
: (5.8) 
Y= 人 2+ 22. 


当 d = 0 时 ，O 为 (5.8) 的 细 焦 点 . 由 (5.7) 知 其 Wi = lm 一 2). 
为 确定 起 见 ， 不 妨 设 1> 0(d =1=0 时 O 为 中 心 ). 如 m < 2 
则 O 为 稳定 的 一 阶 细 焦 点 ， rm > 2 则 为 不 稳定 的 一 阶 细 焦 点 ; 

当 m = 2, 则 Wz = 一 12 1 < 0, O 为 稳定 的 二 阶 细 焦 点 。 现 运 
用 (5.2) 的 方法 来 讨论 O 邻近 产生 极限 环 的 情况 ， 先 固定 d = 0， 
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让 m 从 2 增 大 ，O 改变 为 不 稳定 的 一 阶 细 焦 点 ， 在 其 外 围 邻 近 
出 现 一 稳定 极限 环 上 1, 其 次 让 d 从 0 减 小 ， 则 O 又 从 不 稳定 变 
为 稳定 ， 故 在 L1 内 部 又 产生 一 不 稳定 极限 环 L2. 当 d 继续 减 小 
时 ， 由 旋转 向 量 场 理 论 (这 时 关于 参数 d 在 极限 环 可 能 存在 的 半 
平面 x > 一 1 构成 广义 旋转 向 量 场 ),L1 缩小 ，L2 向 外 扩大 ,在 某 
一 d 值 时 两 者 合并 为 一 个 二 重 极限 环 而 后 消失 .对 固定 的 4 可 在 
(m, d) 平面 上 画 出 分 支 图 5.3. 其 中 4d = 0 为 Hopf 分 支 曲 线 . 
其 上 的 m = 2 为 二 阶 Hopf 分 支点 . 由 它 延 伸 到 下 半 平 面 的 曲 
线 为 二 重 极限 环 分 支 曲 线 (图 中 记 为 M2LCB 一 multiple 2 limit 
cycle bifurcation)， 关 于 这 类 多 重 极限 环 分支 ， 我 们 将 在 下 一 节 
详细 讨论 . 


d 


一 环 区 (包括 d=0,m>2) 


图 5.3 


与 这 一 节 所 讨论 的 分 支 问题 密切 相关 ， 现 来 讨论 一 下 著名 的 
Hilbert 第 16 问题 的 后 半 部 分 ， 它 是 问 多 项 式微 分 系统 


大 一 》， aijzi, 


0<itI<n 
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天 二 > bijr'y’ (5.9) 
0<it<n 
在 (z,y) 平面 上 最 多 有 几 个 极限 环 ， 其 位 置 分 布 如 何 ? 

现 避 开 大 范围 的 极限 环 存在 性 与 个 数 问 题 , 而 是 考察 (5.9) 在 
它 的 指标 为 二 1 的 奇 点 O 外 围 邻近 可 能 出 现 的 小 振幅 极限 环 的 
个 数 ， 通 常 称 此 最 大 个 数 为 奇 点 O 的 环 性 , 记 为 Ho(n). 已 经 证 
明了 ，?m 固定 时 ， Ho(m) 必定 为 有 限 数 . 例如，n = 1 时 ， 即 线 
性 系统 不 会 有 极限 环 ， 因 此 Ho(1) = 0. 当 n = 2 时 ， 即 二 次 微 
分 系统 ， N.Bautin 证 明了 ( 见 [Baj) Ho(2) = 3, 他 把 一 奇 点 平 
移 到 原点 O, 而 计算 出 依次 的 焦点 量 依赖 于 (5.9) (n = 2 时 ) 的 
系数 关系 ， 经 过 困难 的 论证 得 出 : O 最 多 只 能 是 三 阶 细 焦点 ， 否 
则 就 是 中 心 点 , 亦 即 证 明了 它 前 面 的 三 个 焦点 量 为 零 时 ， 以 后 的 一 
切 焦点 量 均 为 零 ， 详 见 [Ye 1], 用 上 述 改 变 O 的 稳定 性 的 方法 得 
出 O 外 围 有 三 个 小 振幅 极限 环 的 实例 , 当 n >3 时 ，Ho(n)=? 
尚 是 一 个 悬而未决 的 困难 问题 ， 即 使 是 Ho(3), 因为 多 项 式 的 系数 
比 二 次 系统 大 大 增多 ， 而 计算 焦点 量 依赖 于 系数 的 关系 越 到 后 面 
越 困 难 , 中 外 一 些 学 者 已 运用 了 计算 机 代数 的 方法 , 利用 先进 的 计 
算 手 段 计算 出 三 次 系统 的 前 8 个 焦点 量 ， 从 而 得 出 了 至 少 具有 8 
个 小 振幅 极限 环 的 三 次 系统 ， 亦 即 Ho(3) > 8， 甚 至 已 有 文章 论 
述说 Ho(3) > 11, 总 之 ， 即 使 在 一 个 奇 点 的 局 部 邻近 ， 要 彻底 解 
决 极限 环 的 个 数 问题 仍然 是 相当 困难 的 . 


32 多重 极限 环 分 支 


如 前 所 述 ， 具 有 单 重 环 二 ( 即 ¢ ( 专 + 于 |) dk 了 关 0) 这 一 


性 质 是 结构 稳定 的 性 质 . 因此 分 支 现象 可 出 现在 系统 (5.1) 具有 一 
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个 多 重 极限 环 时 ， 随 着 系统 的 摄 动 ， 在 这 个 多 重 环 邻近 ， 定 性 结构 
就 会 发 生变 化 . 


例 5.3 考虑 系统 


=-y— Tr +1) + A, 
(5.10) 
y=7—yr + -1) +. 
当 入 = 0 时 ， (5.10) 具有 一 个 二 重 极限 环 Zz? 十 妨 一 1 = 二 0, 易 
知 它 是 外 稳定 ， 内 不 稳定 的 . 利用 极 坐 标 系 统 可 化 为 


dr 
at 一 一 r[(r” 1)? 一 和 


dg 
大 一 1, 

当 入 < 0 时 ， 上 式 中 (r? 一 1)? 一 和 > 0, 故 没有 闭 轨 线 ， O 为 
唯一 的 稳定 奇 点 ;而 当 0 < 入 < 1 时 ， (5.10) 有 两 个 极限 环 : 
2Z2 十 只 =1 土 VX 入 一 0 时 它们 以 入 = 0 时 的 二 重 环 为 极限 位 
置 . 对 和 的 不 同 值 ， 在 z* 十 纺 = 1 邻近 的 相 图 如 图 5.4 所 示 . 
入 = 0 时 的 系统 (5.10) 就 是 一 个 二 重 环 分 支 系统 ， 当 入 变 为 负 
时 ， 此 极限 环 消失 ， 而 当 入 变 为 正 时 ， 它 分 裂 成 两 个 极限 环 . 

为 研究 这 种 分 支 , 基本 方法 是 在 此 多 重 环 邻近 建立 后 继 函 数 ， 
或 Poincaré 了 映射. 

设 入 = 0 时 (5.1) 具有 一 个 k 重 极限 环 Lo, k>1. 过 Lo 上 
一 点 g 作 Lo 的 法 线段 4, 在 ! 上 g 点 的 邻 域 可 建立 后 继 函 数 


d(n) = P(n) 一 mi 


其 中 nn 表示 ! 上 到 9 点 的 有 向 距离 ， 为 确定 起 见 ， 假 设 对 外 法 线 
上 的 点 ，n 为 正 ， 对 内 法 线 上 的 点 ， 7 为 负 (图 5.5). 
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56@@ 


(a) 4<0 (b) A=0 


(0) A>0 
图 5.4 
P(n) 
5.5 
定义 5.1 如 有 整数 大 > 1, 使 df0) = d"(0) = … = dk-0(0) = 
0, dx(0) 并 0, 则 称 极限 环 Lo 为 大 重 的 
由 前 知 


Ny aP 00 _ 
dO) =-op{f (+) 1, 
当 d(0) 关 0 时 ， Lo 为 前 述 的 单 重 环 ， 如 4(0) = 0, Lo 称 为 多 
重 环 ， 这 时 可 证 ， 第 一 个 不 为 零 的 dA(*Y(0) 可 以 表示 为 沿 Lo 的 一 
个 曲线 积分 ， 其 被 积 函 数 是 已 Q 以 及 它们 的 直到 大 阶 的 偏 导数 
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所 组 成 的 复杂 的 表达 式 . 以 下 讨论 在 Lo 的 环 状 小 邻 域内 (5.1) 经 
摄 动 之 后 所 能 产生 的 极限 环 的 个 数 ， 其 主要 结论 与 论证 思路 和 定 
理 5.2 类 似 . 


定理 5.3 设 (5.1) 为 C7 系统 (7 > 2), 入 =0 时 它 有 一 个 上 
重 极限 环 Lo, 2 < 上 之 7, 则 有 : 
i) 存在 e0,60 > 0, 使 当 | 和 |<eo 时 ，(5.1) 在 Lo 的 60 环 状 
邻 域 Us,(Lo) 内 最 多 存在 上 个 极限 环 ， 
ii) 对 任何 正 数 e < e0, 6 < 60, 存在 适当 的 X, | 和 | < 使 相 
应 的 C" 系统 (5.1) 在 Uso(Lo) 内 恰好 有 有 个 极限 环 , 
证 明 ”i 的 论证 基本 与 定理 5.2 类 似 ， 故 从 上 略 ， 下 面 证 明 壳 . 
存在 Cr 函数 f(z,y), 使 沿 着 Lo 的 方程 = 由 的 y = $(t)， 


F(p(t), pt) =0, (Fe + Fy)(G(t), V(t) #0. (5.11) 


关于 这 种 函数 的 构造 ， 例 如 可 参见 [Ye 1], 88. 考虑 如 下 含 参 数 系 
统 


宁 = P(g 0 4 APP + + M1F 
= P(z, ;入 1, ,和 Ak— 》 
(人 kl) (5.12) 
d 
= Q(z,Y,0) + AFP + + MF 1 


三 Q(z, 2 入 1， “*) Mx-1). 


当 Inl, (Xi, 1 一 1, “ 大 一 工 充分 小 时 ， 对 (5.12) 可 在 Lo 邻近 
建立 后 继 函 数 


d(n, Na ,XRD)， 且 dtn,0，……0) 一 d(n). 


对 0<e< eo,0<5 < 60 存在 正 数 入 ，n* 足够 小 使 
当 | < 入 ,i 二 4-…,k 一 1 |n| < rn* 时 ，d 有 定义 且 d 
在 |n| < mn” 内 的 零点 对 应 于 (5.12) 在 Us(Lo) 内 的 闭 轨 .已 设 
d( 疏 (0) 天 0, 为 确定 起 见 ， 设 d 仆 (0) > 0, 即 Lo 为 不 稳定 的 ， 则 
当 Im|<n* 时 ，d(n)>0. 取 0<ni<n*, 使 


d(n,0,...,0) = d(ni1) > 0. (5.13) 
让 Al 三 …… 二 M2 Ap-1 关 0 且 |Ax-1| 充分 小 ， 记 后 继 函 数 
d(n,A 和 1)"… ,Ak-1), 为 d1(n). 易于 得 出 
D0)=. = D0) =0, dV 0) =oNM-1, (5.14) 
其 中 cl 为 非 零 常数 . 由 (5.13), 可 取 mn* 充分 小 , 使 当 |Ak-I| < 入 


时 ，di(n1) > 0. 车 取 el > 0, 入 1 < 0, 则 由 (5.14) 知 ， |m| 充 
分 小 时 di(n) <0. 取 0< nz < mi 使 得 


di(n1) > 0， di(n2) < 0. (5.15) 
如 此 重复 (k 一 1) 步 ( 即 依次 变动 入 _2,… ,和 1) 可 得 系统 (5.12) 
以 及 11) ,Nk) 满足 


Ail < 入 ， 0< 和 < <mL<7 


~ ~ > 0， ” 当 % 为 奇数 时 ， 
< 0， ” 当 k 为 偶数 时 . 


故 在 每 一 区 间 (ns, ni_1), 1 一 2， ” ;天 内 ， 至 少 有 d(n) 的 一 个 零 
点 , 它们 对 应 于 (5.12) 的 (k 一 1) 个 极限 环 , 加 上 Lo 仍 为 (5.12) 
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的 极限 环 , 故 得 出 (5.12) 在 Uso(Lo) 内 的 个 极限 环 . 由 i) 知 ， 
也 只 有 这 个 极限 环 
证 毕 
把 定理 5.2 及 定理 5.3 的 结论 结合 起 来 ， 可 以 推出 如 下 的 两 
个 定理 . 


定理 5.4 设 O 为 Cr 系统 (5.1) 的 大 阶 细 焦 点 ，7 < 2 下 十 1 
又 66 为 小 正 数 ， 则 当 |A| < < 时， (5.1) 在 Us(O) 内 细 灸 点 的 
阶 数 与 极限 环 的 个 数 之 和 不 会 超过 上 


定理 5.5 设 Lo 为 O" 系统 (5.1) 的 上 重 极限 环 2 hk 之 7 
且 66 为 小 正 数 ， 则 当 | 和 | < e 时，(5.1) 在 Us(O) 内 极限 环 的 
重 数 之 和 不 超过 天. 

多 重 极 限 环 分 支 的 研究 要 比 细 焦 点 分 支 的 问题 复杂 ， 且 困难 
得 多 . 因为 上 述 定理 的 判定 中 ,要 涉及 到 k 重 极限 环 Lo 的 方程 ， 
一 般 说 它 是 很 难 求 出 的 ， 甚 或 要 判定 是 否 存在 一 个 上 重 环 也 是 很 
困难 的 事情 ， 因 此 ， 至 今 为 止 , 涉及 多 重 环 分 支 的 研究 结果 要 比 细 
焦点 分 支 的 少 得 多 . 在 多 重 环 分 支 的 研究 中 , 其 基本 的 一 个 是 二 重 
环 分 支 ， 关 于 它 [Lu 1] 得 出 了 如 下 结论 . 


定理 5.6” 假设 系统 (5.1) 关于 参数 和 1 构成 广义 旋转 向 量 场 ， 
且 当 入 = 和 0 = (AAAA) 时 (5.1) 有 一 个 二 重 极限 环 
Lo， 则 存在 7 > 0， 及 函数 Xi = A 和 1(M2，…,Ak)， 当 |X 一 
A9| < ri = 2,…,k 时 有 定义 ， 使 得 这 时 系统 (5.1) 当 入 = 
(Ai(Aa ;A 和); A2，… ;和 4) 时 在 Lo 邻近 有 唯一 的 二 重 极 限 环 . 
证 明 ”为 确定 起 见 ， 不 妨 设 Lo 为 正定 向 ， 外 稳定 内 不 稳定 ， 且 
和 i 增 大 时 向 量 场 往 负 向 旋转 ， 其 它 情形 的 论证 类 此 ， 由 旋转 向 量 
场 理论 ( 见 $3.3), 只 要 0 > 0 适当 小 ， (5.1)0orow9,.…x9) 在 
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Lo 的 外 邻 域 有 唯一 稳定 环 L1, 内 邻 域 有 唯一 的 不 稳定 环 L2, 取 
Lo 的 无 切线 段 4, 则 在 L1, L2 邻近 分 别 有 盘 旋 逼 近 或 远离 它们 的 
轨 线 所 围 成 的 环 域 (图 5.6 就 稳定 环 L1 画 出 )， 利用 解 对 参数 的 
连续 依赖 性 ， 存 在 r > 0, 使 当 |N 一 和 | < 7 i = 1,2,… 
时 (5.1)oe+exa -kt) 有 一 类 似 的 环 状 邻 域 ， 利 用 Poincaré 环 域 
定理 ($3.2), 可 得 此 系统 在 Lo 邻近 有 一 稳定 环 1. 类似 可 得 另 
一 不 稳定 环 功 . 由 定理 5.3 知 ， 这 是 Lo 邻近 仅 有 的 两 环 ， 固定 
和 2,… ,Xk, 让 o 减 小 则 LI， 区 相互 靠拢 ， 在 某 一 Xi = 对 时 
重合 为 一 个 二 重 极限 环 而 后 消失 ， 此 和 即 为 Ai(Xa，…,，XAk). 
证 毕 


图 5.6 


说 明 一 点 ， 当 (5.1) 为 多 项 式 系统 时 ， 对 一 个 参数 构成 旋转 向 
量 场 的 条 件 是 易于 得 到 满足 的 ， 这 时 可 取 (P 一 a8, @ 十 aP), 它 
关于 a 构成 均匀 旋转 向 量 场 ， 而 a 变动 时 ， 可 看 成 是 系数 空间 沿 
某 一 方向 变动 参数 ， 这 时 二 重 极限 环 分 支 的 方程 未 必 能 表示 成 显 
式 ， 而 是 隐 函 数 的 形式 f( 和 1, 和 2,…, 和) = 0, 它 代表 了 系数 空间 
中 的 一 个 余 维 1 的 超 曲 面 ， 定 理论 断 中 的 7 可 能 很 小 ， 亦 即 此 曲 
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面 只 是 在 二 重 环 分 支点 邻近 的 一 小 块 , 但 若 一 次 次 应 用 此 定理 , 可 
将 此 局 部 曲面 向 大 范围 延伸 , 它 或 者 可 以 一 直 延 伸 到 无 穷 远 , 或 者 
沿 着 某 些 方向 ,不 能 无 限 延伸 , 而 终止 于 有 限 的 边界 ， 则 这 种 边界 
应 对 应 于 余 维 > 2 的 分 支 曲面 ， 例 如 为 二 阶 以 上 细 焦 点 分 支 ， 三 
重 或 更 高 重 的 极限 环 分 支 等 

文 [Lul] 给 出 一 例 ， 说 明了 高 重 环 分 支 中 所 出 现 的 困难 问题 
一 一 岛屿 问题 . 


例 5.4 考虑 含 两 个 参数 的 系统 


= y+ 1 eo) -+200)}, 
学 =z+ifr2-03-3 一 or2 1)+2(6— a))}, 


(5.16) 
其 中 = 到 十 儿 . 化 为 极 坐标 (7,9) 易 知 > = ro 为 《5.16) 的 闭 
轨 的 充 要 条 件 是 ro 为 方程 


(2 -183-3a-a( 1)+2b—a)=0 (5.17) 


的 正 根 ， (5.17) 是 z = ?2 一 1 的 一 个 三 次 方程 ， 由 其 判别 式 可 
以 得 出 (a, 中 平面 上 的 两 条 曲线 ll, l2 (图 5.7): 


3 


li: b= a— (a— a2)s, 


12 : b= a+ (a— a?), 0<a<zl1. 


它们 对 应 于 两 条 二 重 极限 环 分 支 曲 线 ， 且 以 (0,0)，(1, 1) 为 共同 
的 端点 ， 与 这 两 点 相应 的 系统 (5.16) 具有 唯一 的 三 重 极限 环 (这 
时 (5.17) 有 唯一 的 三 重 根 7 = 人 .在 参数 (a, 5b) 平面 上 看 ， 固 
定 a (0 <a<1), 让， 从 如 下 方 开 始 增 大 ， 这 时 (5.16) 有 一 
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图 5.7 


个 环 1, 它 随 ， 增 大 而 向 里 收缩 ( 易 见 (5.16) 关于 a 或 5 分 别 
构成 广义 旋转 向 量 场 ， 故 极限 环 随 a 或 b 变化 而 单调 移动 ), 当 L 
变动 使 点 (a,8) 达到 1 时 ， 在 L1 内 突然 又 产生 一 个 二 重 环 L*， 
b 继续 增 大 使 点 (a,b) 进入 站 上 方 时 ， 天 分 裂 为 两 个 极限 环 
L2,，L3 (L1 D L2 D 上 3), 随 p 增 大 时 Li1，L2 相互 靠拢 ， Za 向 
里 缩小 . 当 (a,b) E 2 时 Li1, Lz 重合 为 一 个 二 重 环 L* 而 后 ( 即 
(a, 5) 跑 向 52 上 方 时 ) 消失 ， 曲 线 js 由 (5.17) 中 令 7 = 0 而 得 


13 : b= 5(3o2 一 o+ 1), 


它 对 应 于 Hopf 分 支 ， 即 (a,b) € l3 时 ， 剩 下 的 一 个 极限 环 Ls 收 
缩 到 奇 点 O. 最 后 (a,b) 跑 向 /3 上 方 时 ， 系 统 (5.16) 将 不 存在 极 
限 环 , 

图 5.7 中 两 条 二 重 极限 环 分 支 曲线 连同 两 公共 端点 (0,0) 和 
(1 1) 围 成 一 个 孤立 的 区 域 . 当 参 数 (a,b) 由 外 进入 其 内 时 ， 极 限 
环 的 个 数 从 1 增加 为 3， 这 个 区 域 称 为 岛屿 文 [Lu5] 中 举 出 了 
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三 参数 空间 的 立体 岛屿 ,， 它 由 两 个 二 重 环 分 支 曲面 所 围 成 , 这 两 个 
曲面 以 一 条 闭 曲 线 为 公共 边界 ， 它 对 应 于 一 条 三 重 极限 环 分 支 曲 
线 . 由 于 这 种 岛屿 的 出 现 使 极限 环 的 个 数 了 骤然 增加 2, 如 果 它 随时 
在 参数 空间 中 出 现 , 则 就 使 极限 环 个 数 的 变化 问题 变 得 很 复杂 , 这 
种 现象 在 旋转 向 量 场 的 参数 条 件 下 是 不 能 排除 的 ( 易 见 (5.16) 关 
于 参数 a 和 均 分 别 构成 旋转 向 量 场 ), 这 就 是 岛屿 问题 ， 为 了 对 
具体 多 项 式 系统 类 完全 解决 极限 环 的 大 范围 分 支 问题 ， 我 们 不 希 
望 出 现 岛屿 ， 也 猜测 对 低 次 的 多 项 式 系统 (例如 二 、 三 次 系统 ) 不 
会 出 现 这 种 岛屿 , 许多 特例 说 明了 这 一 点 , 但 要 给 予 一 般 的 严格 论 
证 还 比较 困难 . 也 就 是 说 ， 如 果 能 给 出 适当 的 条 件 ， 以 保证 上 述 岛 
由 不 可 能 出 现 , 则 极限 环 问 题 就 相对 容易 解决 了 , 这 是 一 个 值得 探 
索 的 问题 . 


8$3 同 宿 与 异 宿 奇 闭 轨 分 支 


本 节 考 虑 在 同 宿 和 异 宿 闭 轨 邻 近 分 支出 极限 环 的 问题 . 设 入 = 
0 时 (5.1) 为 无 摄 系统 ， 它 具有 一 鞍点 N(zo,yoj 以 及 当 了 一 
十 co 和 世人 一 co 时 均 趋向 入 的 轨 线 IL，L 和 入 即 组 成 一 
同 宿 (homoclinic) 奇 闭 轨 .如 果 一 条 轨 线 当 圭一 +co 和 上 一 
一 co 时 跑 向 两 不 同 的 鞍点 和 (21 级 ), 和 N2(22,292), 则 称 此 轨 线 为 
异 宿 (heteroclinic) 轨 线 . 由 多 个 鞍点 及 正 、 负 向 连接 它们 的 轨 线 所 
组 成 的 闭 曲线 称 为 异 宿 奇 闭 轨 . 为 简单 起 见 我 们 这 里 只 考虑 图 5.8 
所 示 的 同 宿 和 异 宿 奇 闭 轨 情 形 . 在 图 中 (b) 考虑 其 外 邻 域 , 因 只 在 
此 邻 域内 方 可 建立 后 继 函数 , 对 于 〈c), 记 Lo = LIUZ2UNIUN2， 
对 (a),(b), 则 Lo 表示 包含 N 点 的 闭 曲线 . 


定义 5.2 如 果 在 Lo 的 内 侧 (对 (b) 则 为 外 侧 ) 邻近 的 罗 线 均 以 
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(a) (b) 
图 5.8 


Lo 为 w (或 a) 极限 集 ， 则 称 Lo 为 内 侧 (对 (b) 为 外 侧 ) 稳定 
(或 不 稳定 ) 的 . 
2 ap 980 
D(N) = ( 志 + 吏 ) ， 
定义 5.3 车 D(N) 去 0, 则 称 N 为 粗 (或 强 ) 鞍点 ,车 DDN) = 0， 
则 称 V 为 细 (或 弱 ) 鞍点 . 


定理 5.7 设 入 = 0 时 (5.1) 具有 同 宿 奇 闭 轨 Lo 通过 NN, 当 
D(N) <0 (> 0) 时 Lo 为 内 侧 (在 (b) 为 外 侧 ) 稳定 (或 不 稳定 ) 
的 ， 且 | 和 | 其 小 时 ， (5.1) 在 Lo 邻近 最 多 分 支出 一 个 极限 环 ， 它 
为 稳定 (或 不 稳定 ) 的 . 
证 明 ”就 D(N) < 0 的 情况 讨论 .这 时 存在 9.9 > 0, 使 在 入 为 
心 的 6 圆 盘 Vs(N) 内 ， 且 当 |A| < 7 时， 

(er， y, 入) 十 A A)< -7<0. 
首先 证 明 , 存在 Lo 的 内 邻 域 , 使 在 其 内 没有 (5.1)X=o 的 闭 轨 线 . 
设 若 不 然 ， 在 Lo 的 任意 小 内 邻 域 均 有 闭 轨 线 工 , 取 点 A1, 42 € 
1oU Us(N), 如 图 5.9. 轨 线 段 A1RA2 所 对 应 的 时 间 上 为 有 限 ， 
设 为 To, 而 入 A1, 42 广 段 对 应 时 间 为 无 穷 大 . 由 连续 性 ,， 设 在 Lo 
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图 5.9 


所 围 的 区 域内 ， 元 + < M. 由 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 知 ， 


当 三 充分 接近 Lo 时 其 上 有 点 4， 4 分 别 在 A1, Az 的 小 令 域 
各 入 克 尽 奴 相应 的 时 间 小 于 27b, 而 久久 对 应 的 时 间 大 于 
2M1o 


. 因而 有 
f(¥: Bw)*- (fas! ain) (+) 
<—r- Wn 4 210=0 


(5.18) 
因 已 设 Lo 的 任意 邻近 均 存在 (5.1)a=o 的 闭 轨 ， 故 工 或 为 周期 环 
之 一 ， 或 为 一 系列 闭 轨 之 一 ， 在 前 一 情形 ， 


aP 80\, 
(wt) 


在 后 一 情形 ， 总 可 取 7 为 一 不 稳定 环 ， 因 此 


oP 04 
一 >0. 
£ (Bw 十 By )a> 0 


与 (5.18) 相 矛 盾 ， 故 Lo 的 内 侧 要 么 是 稳定 的 ， 要 么 是 不 稳定 
的 . 
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图 5.10 


现 证 它 不 能 是 不 稳定 的 否则 ， 在 内 侧 有 螺 线 BC 交 Lo 的 
无 切线 段 于 B,C 两 点 (图 5.10). 记 (5.1)X-o 的 右 端 为 (Po, 80)， 
作 旋 转向 量 场 (三 -a@o,Go+aP), 取 aw> 0 且 |a| 充分 小 
则 过 N 的 分 界线 环 Lo 将 分 裂 为 如 图 的 虚 轨 线 DN 及 WE. 而 
过 如 的 螺 线 略 略 变动 ， 使 与 ! 的 下 一 交点 C' 仍 在 BC 之 间 ， 轨 
线 BC', DN, NE 及 1 上 两 线段 B07, DE 所 围 的 环 域内 应 至 少 
有 (三 - Qo, Qo + a) 的 一 条 不 稳定 极限 环 L*, 当 | 和 | 很 小 
时 ， (5.18) 的 不 等 式 对 L* 仍 成 立 ， 这 一 矛盾 说 明 Lo 必 为 内 侧 
稳定 的 . 

同样 的 理由 可 知 ， 当 | 和 | > 0 其 小 时 ， (5.1) 若 在 Lo 邻近 分 
支出 现 极限 环 ， 它 必 为 稳定 的 ， 故 这 样 的 环 最 多 只 有 一 个 . 

证 毕 
对 于 异 宿 奇 闭 轨 Lo (图 5.8(c)) 可 有 类 似 的 结论 . 


定理 5.8 设 入 =0 时 (5.1) 具有 骨 宿 奇 闭 轨 Lo 通过 鞍点 NN1, N2， 
且 D(Ni)D(N2) > 0, 则 当 DUNI) <0( 或 > 0 时 ，7o 为 内 便 
稳定 (或 不 稳定 ); 且 | 和 | 甚 小 时 ， (5.1) 在 Lo 邻近 最 多 分 支出 一 
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个 极限 环 ， 它 为 稳定 (或 不 稳定 ) 的 . 

以 上 是 奇 闭 轨 分 支出 极限 环 的 较 早 期 的 结论 , 见 [ALGMI]. 对 
于 不 满足 定理 5.7 和 定理 5.8 的 退化 情形 ， 即 D(N) = 0 时 过 
NN 的 同 宿 奇 闭 轨 ， 或 当 D(N1)D(N2) < 0 时 过 Nu Na 的 异 宿 
奇 闭 轨 , 包括 这 些 奇 闭 轨 内 侧 邻 近 充 满 一 系 闭 轨 线 的 高 度 退 化 情 
形 ， 70 年代 以 来 有 不 少 研究 结果 ， 以 下 对 [LHZ] 及 [HLZ] 中 的 
部 分 近期 结果 加 以 介绍 . 

先 讨论 退化 同 宿 奇 闭 轨 的 情况 . 设 D(O) = 0, 且 (5.1)X=o 有 
奇 闭 轨 Lo 通过 O, 有 时 也 称 Lo 为 细 鞍 点 环 . 当 入 = 0 时 ， 简 记 
(5.1) 的 右 端 为 机 (z, Go(z, 妨 . 如 图 5.11 取 4o < Zo, 过 4o 
作 Lo 的 法 线段 4 在 Lo 内 侧 1 上 取 点 41 充分 接近 4o, 过 A1 的 
轨 线 当 t 增 大 时 将 再 次 与 ! 相交 于 点 A2. 重要 的 是 考察 由 41 到 
A2 所 确定 的 Poincaré 映射 . 记 |h041| = -wu,|A0ohz| = 一 B(w)， 
因 41, 42 均 在 内 法 线 上 , 故 有 向 距离 取 负 值 , 即 4 < 0, 8(wu) < 0. 


引 理 5.9 ”对 上 述 函数 g(u), 有 


1 oPo BD) } 
ad. 5.19 
1 十 €0 oP {fe 6 Or + 0 t 人 ) 


其 中 6 一 0 当 4 一 0 时 , 且 当 OO 为 细 鞍 点 时 , 即 D(0) 三 Do = 


0, 则 无 穷 积 分 
0 = | (车 + a (5.20) 
Lo 


P'(v) = 


一 定 收敛 ， 
证 明 略 ， 例 如 ， 可 参见 [CH] 或 [ZLZL]. 
现 设 (P,9o) 为 C5 类 向 量 场 ， 以 O 为 鞍点 ， 则 对 足够 小 的 
e > 0, 文 [Jol 证 明 在 O 点 的 邻 域 U0 内 存在 C3 类 变换 ， 使 系 
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统 具有 形式 


多 一 AI1Z 十 rz2yRi(z,Y) = Po(zx, y), 
(5.21) 
y= 一 12y + TR2(r,Y) = Qo(7,Y), 


其 中 ji, J2 > 0， R1，R。 为 连续 可 微 . 这 时 过 O 的 分 界线 分 别 
在 x,y 轴 的 方向 ， 如 图 5.11 所 示 . 记 


5.11 
T= [( 腕 十 Be )d, (5.22) 
AAz \ Dr Oy 
则 可 证 明 如 下 结论 . 
-00， 当 Do < 0; 
引 理 5.10 当 41 一 40 时 ，lim 订 =4 二 oo， 当 Do>0i 
9, 当 Do=0. 


证 明 取 0<5<e@ 在 9O 的 e 邻 域内 取 两 点 Bi = (0, 一 0), B2 = 
(6,0) 分 别 在 负 y 轴 ， 正 x 轴 上 ,过 O 作 射 线 站 指向 Lo 内 部 . 
六 及 直线 2 一 一 0， r=6 分 别 与 轨 线 段 4142 交 于 点 C0， C1， C2， 
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如 图 5.11. 则 


oP 
s=(|/ + + 上 + 记 ) (Rt) 
A1C1 CiCo CoC2 C2A2 Oz Ovy 
(5.23) 
当 41 一 ho 时 4142 一 Lo， 车 Do 了 0, 则 在 C1C2 上 ， 


oP 0 
2 十 | 有 正 的 下 界 . 而 41 充分 接近 4o 时 轨 线 弧 所 对 应 


的 时 间 区 间 可 任意 大 ， 因 此 , 在 (5.23) 中 ，/o-+ /Go 为 5 
的 主 部 .这 就 证 得 5 一 一 oo (或 十 00), 当 Do <0 (或 > 0) 时 . 
再 讨论 Do = 0 的 情况 ， 由 (5.21), 在 邻 域 U 内 
aP 6Qn 


Br7+ By = = zyR(7X,Y). 


弧 段 C1Co,CoC2 可 分 别 表示 为 z = p(y) 及 Y = (7)， 故 当 
41 一 40 时 


fsa (如 Dr + 


=- 广 p(y Rp, Y) 
5 —H2 + yp(y) Ra(p(Y),Y) 


dy — 0. 


类 似 地 有 太 _( 宫 + 证 ) 和 -0 故 在 (5.23) 中 ， 令 
4 可 得 ” 
5 人 (如 + 到)u=。 
证 毕 


由 此 可 得 出 一 个 重要 推论 ， 以 判别 细 鞍 点 环 的 内 便 稳 定性 , 
am 6 ， 
定理 5.11 设 Do = 0, 则 当 "= 人 ( 腕 + 宫 )d<o (或 
> 0) 时 ， Lo 为 内 侧 稳定 (或 不 稳定 ) 的 . 
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对 具有 退化 奇 财 轨 的 系统 加 以 摄 动 ， 考 虑 含 多 个 参数 的 如 下 
形式 的 C3 系统 
2 一 Plz, y) 十 af (x, y, 4,b), 
(5.24) 
y 二 Co(z， y) 十 ag(z， 2 0， b), 
其 中 a EIR,be IR",n>1. 设 a=0 时 (5.24) 有 通过 鞍点 O 
的 同 宿 奇 闭 轨 Lo. 引进 参数 变动 后 可 测量 Lo 破裂 后 两 分 界线 间 
的 分 离 距离 的 Melnikov 函数 ( 详 见 下 一 章 ) 


M(b) = 人 exp { 一 [ (过 + 4) (5.25) 
“(Pog — Qof)a=0dt. 


通过 对 Lo 邻近 的 Poincaré 映射 的 细致 的 分 析 估 计 ， [LH2] 证 
明了 如 下 主要 结论 . 
定理 5.12 设 Do = 0, c = 人 (如 + Be )at 关 0, 且 对 某 
一 ERn，M(bo) 尖 0, 则 lal, |5 一 bo| > 0 且 足 够 小 时 (5.24) 
在 Lo 邻近 看 在 唯一 极限 环 的 充 要 条 件 是 CChM (bo) > 0. 当 此 条 
件 满足 时 ,车 0 < 0 (或 > 0), 则 此 唯一 环 是 稳定 (或 不 稳定 ) 的 . 
详细 证 明 颇 繁 ， 请 参看 原文 . 
再 考虑 异 宿 奇 闭 轨 的 情况 ， 设 a = 0 时 (5.24) 有 如 图 5.8(c) 
所 示 通 过 鞍点 Ni, Naz 的 奇 闭 轨 Lo = 工 1 十 L2. 类 似 于 前 ， 记 


0 一 / (如 + 识 )d Lo= LitL2; (5.26) 
Lo \ Ox 0 


Mi(b) 4 人 exp{ -[ ( 守 + De) } (627 
(Pog — Qof)o=0dt, i=1,2. 
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当 la| > 0 其 小 时 ， (5.24) 有 鞍点 Nila,5), 对 应 在 Ni 邻 
近 ，i = 1,2. 相应 的 线性 系统 的 特征 值 分 别 记 为 y1:(a,b) > 0 和 
—H2i(a,b) <0,7=1,2. 令 


Yi 二 一) i= 1,2. 


易 知 : Yi = 1 的 充 要 条 件 是 D(Ni) = 0, Yi < 1 (> 1) 的 充 要 条 
件 是 DN;) < 0 (> 0). 

包括 D(N1)D(N2) < 0 的 退化 异 宿 奇 闭 轨 情形 ， 文 [EL3] 
给 出 了 如 下 定理 . 


定理 5.13 设 YY% 关 1 且 有 bo EIR" 使 Mi(bo) 关 0 且 同 号 ， 
i 二 1,2. 则 当 lol， 忆 一 如 | > 0 且 充 分 小 时 ， 对 (5.24) 在 Lo 人 委 
近 分 支出 极限 环 有 如 下 结论 ， 

(如 a(1 一 yy2)Mi(b0) > 0, i = 1,2, 则 在 Lo 邻近 有 唯一 
极限 环 ; 

(让) 如 al1 一 ?32)Mi(bo) < 0 i= 1,2, 则 在 Lo 邻近 最 多 
有 两 个 极限 环 ; 这 时 如 进一步 设 (1 一 1)(1l 一 ?2) 之 0, 则 在 Lo 
邻近 不 存在 极限 环 . 

定理 中 出 现 两 个 极限 环 的 情况 确实 存在 ， 可 见 下 面 的 例 5.6. 

关于 奇 闭 轨 内 侧 充满 一 系 闭 轨 的 高 度 退化 情形 的 结论 ， 将 在 
下 一 节 给 出 . 


例 5.5 考虑 I 类 二 次 系统 

= ytdr+lr + mey + ny, 
dy - 
dt 

由 (5.7) 式 知 ， 当 d = 0，m(l 十 m) 三 0 时 原点 O 为 中 心 ， 
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(5.28) 


了 ， 


网 5.12 


m(ltn) 天 0 时 ，O 为 (5.8) 的 一 阶 细 焦点 , 且 m(l 十 n) <0(> 0) 
时 为 稳定 (不 稳定 ). (5.28) 关于 d 构成 广义 旋转 向 量 场 ， 为 确定 
起 见 ， 设 m(l 十 n) < 0, 则 d 变 为 正 时 ， O 改变 其 稳定 性 而 在 
外 围 邻近 分 支出 一 个 稳定 极限 环 (一 阶 Hopf 分 支 ), 随 着 d 的 增 
大 它 单调 扩大 ， 在 某 一 do > 0 时 它 扩大 为 通过 鞍点 N(0， 志 ) ( 当 
n 关 0, 如 n= 0, 则 此 奇 点 跑 向 y 轴 上 无 限 远 ) 的 同 宿 奇 闭 轨 而 
后 消失 ([Yel] 中 已 证 这 一 过 程 中 (5.28) 有 具 瞧 一 极限 环 )， 例 如 ， 
对 固定 的 mm > 0 ,n < 0, 可 在 (/, d) 参数 平面 上 画 出 大 范围 分 支 
图 形 及 具有 一 个 和 没有 极限 环 的 区 域 (图 5.12)， 


例 5.6 考虑 II 类 二 次 系统 


下 =—y+dzr+lr? + ny, 
dy (5.29) 
一 一 一 2 
元 TL， 
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设 上 天 0. 除了 yy 轴 上 二 奇 点 0(0,0)，N(0， 二 ) 外 ， 当 (qd 一 六 十 
4n > 0 时 ， 号 在 Z = 一 1 上 还 有 两 奇 点 : 下 全 1,y1), Y2{—1, y2)- 
其 中 y; = mld -lt yd -D+hnl. 到 入 一 样 也 是 逻 
点 . 对 1 > 0, 当 d =0 了 时 0 为 一 阶 稳定 的 细 焦 点 , 故 当 d 由 0 变 
为 正 时 ， O 改变 稳定 性 而 在 其 外 围 邻 近 出 现 一 稳定 极限 环 L1, 易 
证 O 外 的 极限 环保 持 在 x > -1 内 ( 见 [Yel]), 而 在 此 平面 内 ， 
(5.29) 关于 a 构成 广义 旋转 向 量 场 , 故 当 d 增 大 时 L1 向 外 扩大 . 
由 D= 人 + 型 - =d+2lz 知 ，D(N) =d 而 D(Y2) =d-2. 
易 知 极限 环 必 与 d 十 2lz = 0 相交 , 故 4d > 0, d 一 21 < 0. 从 而 通 
过 到 的 同 宿 奇 闭 轨 内 侧 稳定 性 与 L1 相同 ， 通 过 N 的 同 宿 奇 闭 
轨 内 侧 稳 定性 则 与 Lt 相反 . 故 对 一 部 分 ,n, 当 4 变化 时 ，L1 逐 
步 扩大 一 直到 通过 到 而 形成 Hoc(Y3) (过 到 的 同 宿 奇 闭 轨 ) 而 
消失 . 而 对 另 一 部 分 /,n, 当 d 增 大 时 , 在 Z: 仍 存在 时 ,外 围 已 形 
成 过 N 的 同 宿 奇 闭 轨 Hoc(N), 而 后 Hoc(N) ( 它 为 内 侧 不 稳定 ) 
避 机 又 在 关内 全 和 一 不 稳定 极限 环 L2 2 L1, 此 后 L1, Lz 相互 
靠拢 最 后 重合 为 一 个 二 重 极 限 环 而 消失 .这 两 者 的 临界 情况 是 : 
对 适当 的 (L,n),d 大 时 Li 直接 扩大 成 为 同时 通过 YN 的 
异 宿 奇 闭 轨 Hec(Y2, N) 而 后 消失 ， 固 定 1 > 0, 可 得 (d,n) 平面 
上 的 分 支 曲 线 图 5.13. 在 Hoc(N)B 与 M?LCB (二 重 环 分 支 ) 曲 
线 所 夹 的 区 域 ， (5.29) 具有 两 个 极限 环 . 亦 即 Hec(Y2, N) 为 退 
化 的 异 宿 环 分 支 (D(Y)D(N) < 0, 不 满足 定理 5.7), 故 当 参 数 向 
此 区 域内 摄 动 时 可 分 支出 两 个 极限 环 ， 最 近 ， 文 [Lu4 证 明了 上 
述 一 环 、 二 环 区 是 (5.29) 的 仅 有 的 极限 环 ， 且 给 出 了 参数 空间 中 
(5.29) 的 完整 的 极限 环 分 支 图 
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Hoc(¥,)B 
一 环 区 


图 5.13 


84 ”Poincaré 分 支 


本 节 考 虑 从 一 系列 闭 轨 中 的 某 一 些 闭 轨 邻近 分 支出 极限 环 的 
问题 ， 先 看 下 例 . 


例 5.7 考虑 由 van der Pol 方程 六 十 (72 一 1)z 十 xz 二 0 化 得 
的 平面 系统 


t=Y, 
y=—7z+ uy(l— 7x7). (5.30) 


当 4 = 0 时 它 有 一 系 闭 轨 22 十 妇 = 以 ,第 三 章 已 证 明 j 冯 0 
时 ， (5.30) 有 唯一 的 极限 环 L. 应 该 指出 的 是 ， 当 太一 0 时 ， 艺 
的 极限 位 置 不 是 奇 点 O, 而 是 上 述 一 系 闭 轨 中 hh = 2 的 那 一 条 ， 
即 z2 十 多 = 4. 也 就 是 说 ， 当 / 从 0 变 为 不 是 零 时 ， 这 一 系 闭 轨 
除 x2 十 如 = 4 外 均 破裂 ， 而 在 x? + 92 = 4 邻近 产生 了 一 个 孤 
立 的 闭 轨 . 具有 一 系 闭 轨 的 系统 在 参数 变化 时 , 在 某 一 闭 轨 邻近 能 
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分 支出 极限 环 的 情况 就 称 为 Poincaré 分 支 . 
现 对 此 作 一 些 一 般 的 论述 , 设 入 ER, 当 入 =0 时 (5.1) 具 
有 一 系 闭 轨 


Th: z= wo(s,h), y= ws,h), O0O<s<l,0<h<k, 
其 中 s 为 Ph 土 的 弧 长 ， 一 周 的 弧 长 为 h. 用 $3.1 的 方法 在 Th 


邻近 建立 曲线 坐标 ， 在 一 点 9 e ITA 上 取 法 线段 其 上 的 点 到 9 
的 有 向 距离 记 为 n (外 法 线 上 取 正 ， 内 法 线 上 取 负 ), 则 有 


7Z 三 p(s,h) —ny(s,h), Vy 二 yw(s, h) 十 np'(s, h). 


在 (sm) 之 下 ， (5.1) 可 化 为 


dn = F(s,n,A,h). (5.31) 
ds 


/ 上 的 后 继 函 数 可 表 为 
， 
下 (n, 和 Nh) = 人 F(s,m, Nh)ds. 


[Ye 1] 中 证 明了 


(0, 0,h) = | “exp ( - 上 “H(, har) 


00(s, h) (5.32) 
DA 


——ds = A1(h), 


其 中 五 (s, 有 hh) 为 系统 的 正 交 轨 线 在 (s, hh) 的 曲率 ， 


00 PoQyo — QoPo 
aA PB+@ | 
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而 P= Plp(s;h), Yls,h)), Qo = QU2(s, hy), yw(s,h)). 利用 曲 
率 及 的 表达 式 作 简化 易于 推出 ( 详 见 [Ye 1]) 


入 )= 拓 exp { -| (Pot Qo)ar! 
‘(QoPio 一 PoQyo)ds. 


(5.33) 


设 入 关 0 且 || 很 小 时 ，(5.1) 在 某 一 了 Th 邻近 有 闭 轨 线 La， 
设 它 与 /的 交点 位 于 Ph、 上 ， 则 易 知 亚 (0, 和 ,ha) = 0. 因此 在 
Th 邻近 是 否 存 在 (5.1) 的 闭 轨 线 的 问题 就 化 为 方程 


(0,M,h) =0 (5.34) 


关于 h 是 否 有 实 根 的 问题 ， 显 然 于 (0, 0,h) 三 0, 将 (5.34) 左 端 
依 入 展开 

PP 和 和" 
nl 
其 中 An(h) 是 展 式 中 第 一 个 不 恒 等 于 零 的 系数 . 则 有 如 下 定理 (证 
明 见 [Chl] 或 [Ye1]) 

定理 5.14 当 入 从 0 变动 时 ， 在 3 邻近 能 出 现 (5.1) 的 闭 罗 线 
的 必要 条 件 是 


VOND) = [An(h) + AAnti(h, NJ, n>1, (5.35) 


An(h*) =0; (5.36) 


进一步 ， 著 (5.36) 成 立 ， 且 An( 有 ) 不 在 hr 取得 极 值 ， 则 (5.1) 
在 TY 邻近 定 能 分 支出 极限 环 ， 且 着 


An(h') = A (h*) = = AL-Dh’) =0, AW(A') #0. 


则 当 | 和 | 其 小 时 ， (5.1) 在 似 邻 近 最 多 有 此 个 极限 环 . 
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由 此 ,， 若 大 = 1, 即 h* 为 4n( 肥 ) 的 一 次 零点 ， 则 | 和 | 关 0 
时 ， (5.1) 在 I 邻近 有 唯一 极限 环 . 

应 用 于 例 5.7, 当 jy= 二 0 时 为 2 二 访 = 2 忆 == 
y, Qo = ~—z, Pro + Qo =0, Po =0, Qo = Y(1 ~— 27), 


2r 
41(P) 一 fr0 ~ £7)dt = / h? cos? t(1 — h? sin’? t)dt 
= AXh2(1 一 A = 0. 
4 
hh 二 2 为 A1(h) = 0 的 单 根 故 pj 关 0 县 l4| 其 小 时 ， 在 
人 2 十 奶 = 2 邻近 产生 出 唯一 的 极限 环 , 

在 许多 具体 的 系统 的 极限 环 分 支 问题 中 ， 所 涉及 的 常常 是 下 

述 Hamilton 系统 的 摄 动 问题 


oH 
二 Oy + D(z, y, 入)， 
(5.37) 


oH 
,_ 6H 和) 
y= 页 十 go 


其 中 入 =0 时 p 三 4 三 0, 它 有 Hamilton 形式 的 通 积分 : 


Dn: H(z, 切 二 hh， hi <h < ho. (5.38) 


oH oH 
(5.38) 代表 了 一 族 亲 雪线 . 现在 用 = 一 页 ，9o = 5 Pie+ 


Qo 三 0, Pho = (Ty, 和， Qo = (L,Y, NN), 因而 可 得 
A1(h) = ¢ ， EG y,0) 十 Be ol 
= 人 Wr,y, 0)dy ~ (zy, 0)dz (5.30) 
= {| Wan 0) + oe Wrdy 


= B(h), 
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其 中 Gh 为 Th 包围 的 内 部 区 域 ， 由 定理 5.14 可 得 


定理 5.15 若 B(h*) = 0, Bh*) 承 0, 则 入 关 0 且 | 和 | 充分 
小 时 ， 在 人 邻近 (5.37) 有 唯一 的 极限 环 ， 进一步， 若 更 (入 ) = 
Bh*) = = BD (h*) = 0, BH nh*) #0, 则 和 #0 且 |A| 
充分 小 时 ， 在 1% 邻近 (5.37) 至 多 有 大 个 极限 环 . 

当 五 (5,9) 为 (n 十 1) 次 多 项 式 ，p(z,y, 入 )， 4q(7,y, 入 ) 为 次 
数 < n 的 多 项 式 时 ，(5.39) 是 一 个 Abel 积分 ， 因 此 n 次 多 项 式 
系统 (5.37) 能 否 分 支出 极限 环 的 问题 就 归结 为 Abel 积分 (5.39) 
的 零点 问题 ， V.LAraold 因此 把 决定 此 类 Abel 积分 的 零点 个 数 
问题 称 为 弱化 的 Hilbert 第 16 问题 . 当 瓦 (z,y) 及 Th 较为 复 
杂 时 ， 就 不 像 van der Pol 方程 那样 很 容易 地 确定 出 零点 ， 而 常 
常 是 很 困难 的 , 须要 有 系统 的 方法 加 以 分 析 处 理 ， 关 于 这 方面 可 参 
见 [CS] [ZLZL] 等 ， 对 于 具体 的 及 (z,y), 往往 有 : ”hh = 各 (或 
hh = hz2) 时 Th 缩小 为 一 个 中 心 奇 点 . 而 及 = 二 ho( 或 h = hi) 
时 ，T 了 h 对 应 于 一 系 闭 轨 外 边界 上 的 间 宿 或 异 宿 奇 闭 轨 .因此 分 析 
这 种 h; 时 ， (5.39) 的 零点 及 其 性 质 就 可 决定 中 心 邻近 和 相应 的 
高 度 退化 的 同 宿 或 异 宿 奇 闭 轨 邻近 分 支出 极限 环 的 问题 .这 里 介 
绍 [LHZ] 中 的 某 些 结果 ， 详 见 原 文 . 

仍 考虑 C3 系统 (5.24), 设 a = 0 时 (5.24) 有 一 系 闭 轨 


La: T=7(t,A), y=y(t,A), 0O<t<T, 0<A<k. 
当 和 一 0 时，ZA Lo，Lo 为 含 一 个 鞍点 O 的 奇 闭 轨 ， 如 前 可 


在 团 轨 ZL、 邻近 建立 后 继 函 数 


a 


Flu,\,a,b) = KO) 


[$A, b) 十 pi (u, 入 Q， b)), (5.40) 
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其 中 


K(A = PY(z(0, N),y(0,N)) + QS(z(0, N,v(0, \)), 
(Nb) = 人 efo (ttstQb) (Pyg - Goj)o-od 


p1(0, A,0,b) = 0. 


M(B) 为 (5.25) 所 示 的 Melnikov 函数 ， 则 可 证 ,lim_b(X, = 
M (人 .又 记 (5.24) 的 圣 点 的 相应 特征 值 为 jv(a,6)， 一 J2(a, 中 ， 
令 Al(a,b) = pn(a,b) — p2(a, b). 

则 有 如 下 定理 ，， 


定理 5.16 当 |al, 6 一 bol > 0 足够 小 时 ， 如 下 结论 成 立 : 

G) 如 M(bo) 产 0, 则 (5.24) 在 Lo 邻近 无 闲 轴 

国 如 Moo)=0 2 (0,b0) 关 0, 则 (5.24) 在 Lo 钙 近 最 
多 分 支出 一 个 极限 环 

设 beE 了 R, 即 在 (5.24) 中 n=1. 


定理 5.17 当 Wo e 了 ,使 M(to) =0, Mo) 关 0 (0,b0) # 
0, 且 对 入 > 0 足够 小 记 4 = sgn( 一 M'(bo)9$( 和 ,50))， 则 对 
lal, 上 5 一 bo| > 0 足够 小 ， 存 在 小 (a) 使 得 

当 j(b 一 *(@)) > 0 时 (5.24) 在 Lo 邻近 有 唯一 极限 环 ， 当 
b= 路 (a) 时 此 环 已 成 为 同 宿 坷 闭 轨 ， 当 plb 一 上 (a)) < 0 时 ， 在 
Lo 邻近 不 存在 闭 罗 与 坷 半 轨 

这 一 定理 在 下 一 节 的 分 支 问 题 中 将 会 用 到 
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485 ”Bogdanov-Takens 分 支 


这 一 节 考虑 分 支 系统 有 一 个 高 阶 奇 点 的 情况 ， 设 原点 O 为 高 
阶 奇 点 ， 即 其 一 次 近似 系统 有 有 零 特 征 根 . 先 考虑 一 个 零 特征 根 的 鞍 
结 点 分 支 


例 5.8 考虑 系统 

必 一 入 十 Z?， 

(5.41) 

yy 三 
当 入 =0 时 (5.41) 以 O 为 鞍 结 点 ， 其 结构 如 图 5.14(b) 所 示 . 如 
入 变 为 不 等 于 0, 则 其 结构 将 发 生变 化 ， 当 入 > 0, 则 奇 点 消失 ， 
结构 如 图 5.14(a); 当 入 < 0, 则 得 到 两 个 奇 点 (-V-X,0) ( 易 判 
定 为 鞍点 ) 和 (V 一 入 ,0) (为 结 点 ), 如 图 5.14(c). 当 入 由 负 经 过 零 
而 变 为 正 时 ， 可 看 出 两 个 奇 点 相互 靠拢 ， 合 并 为 一 个 奇 点 而 后 消失 
的 过 程 ， 这 也 是 余 维 1 的 分 支 . 由 一 个 参数 的 变化 即 可 体现 系统 
结构 变化 的 全 过 程 . 


(a) 》>0 (bj) 入 =0 (9 入 <0 


图 5.14 


下 面 考虑 O 的 两 个 特征 根 均 为 零 的 一 个 较 典 型 的 余 维 2 分 支 
的 情况 ， 它 首先 由 I.Bogdanov 和 下 .Takens 较 系统 地 加 以 研究 ， 
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故 称 为 Bogdanov-Takens 分 支 . 


例 5.9 考虑 含 两 参数 的 平面 系统 


全 一 2 
(5.42) 

Y= Ali+Aoy 十 Z2 十 29V. 
易 知 和 1 = A2 = 0 时 ，(5.42) 以 O 为 一 高 阶 贰 点 (线性 部 分 的 两 
个 特征 根 均 为 零 ), 如 图 5.15. 当 和 1 = 0, Az 关 0 时 ，O 为 鞍 结 点 
(其 分 支 在 图 5.16 中 记 为 SNB). Xi > 0 时 则 没有 奇 点 、 Xi < 0， 
在 正 ， 负 z 轴 上 各 有 一 个 奇 点 ( 土 V 二 Xi 0) 三 (z+,0). (z+4,0) 为 
一 区 点 而 (z_,0) 为 非 芒 点 . 当 和 2 > V 二 ，》i < 0 时 它 为 不 
稳定 ， 和 2 < V 二 和 N， 和 1 < 0 时 为 稳定 . 因此 A2 = V 一 和 1 为 其 
Hopf 分 支 ， 平 移 坐 标 到 (z_,0) 可 得 


， 1 
t=—V-2r_ y+2zy+ = (5.43) 
y= V~r 7. 


用 第 二 章 82 的 方法 易于 判定 (5.43) 以 O( 即 (2-,0)) 为 不 稳定 的 
细 焦 点 . 故 当 参 数 (A1, 和 A2) 从 Xa = V 一 和 1 变 为 和 2 < V 一 Ai 时 ， 
此 奇 点 改变 稳定 性 而 在 其 外 围 邻近 产生 一 不 稳定 极限 环 (Hopf 分 
支 , 图 5.16 中 的 HFB), 固定 Ai < 0, 让 和 2 继续 减 小 时 ， 此 极限 
环 会 在 一 定 参 数 时 遇 到 鞍点 (z+, 0) 而 形成 同 宿 闭 轨 (图 中 分 支 记 
为 HocB) 而 消失 . 为 得 出 这 一 同 宿 分 支 曲线 的 渐 近 表达 式 ， 可 运 
用 $4 未 的 定理 5.16, 先 把 原点 平移 到 (z+,0) 再 对 +,，y, t 适当 
改变 尺度 ， 使 在 新 变量 之 下 ( 仍 记 为 x?，y, t) 化 为 等 价 的 系统 
(5.44) 
y=7— 7 十 e(6y 十 7Z9)， 
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5.16 


ce 二 0 时 (5.44) 为 Hamilton 系统 ， 有 通 积 分 


2 
H(z,9) = -0 +ar 一 一 多 0<hs< 


. 202 . 


h = 0 时 有 同 宿 奇 闭 轨 经 过 鞍点 O, 计算 (5.39) 型 积分 


$(h) = 2/ “(6 + yr)(22 — 3 — py¥dz, 
Tl 


其 中 zl < zz2 为 H(zx,y) = 一 h 与 zx 轴 的 两 交点 的 横 坐 标 ， 当 
h 二 0 时 此 积分 的 零点 代表 了 可 在 同 宿 奇 闭 轨 (退化 情形 ) 邻近 产 


生出 极限 环 的 分 支 ， 即 HocB. 直接 积分 可 得 = 十 这 Y=0， 故 


5 = 一 2 + O()，|d| 其 小 时 ， 其 近似 式 5 = 一 7, 或 换 回 到 原 
参数 (A, 和 2) 可 得 和 1 = 一 仿 燥 ,Xa > 0 即 为 所 求 奇 闭 轨 分 支 
的 近似 式 , 它 在 HFB: Xi = 一 坊 , A2 > 0 下 方 ， 如 图 5.16 中 所 
示 ， 图 5.16 中 夯 出 了 从 Xi = 和 2 = 0 时 具有 高 阶 园 点 结构 的 图 
5.15 出 发 ， 让 Xi，A》s 任意 变动 时 (| 和 i|，|X2| 其 小 ), 在 相 平面 上 
奇 点 O 邻近 所 能 出 现 的 各 种 拓扑 结构 图 形 ， 必 为 其 中 的 8 种 图 形 
之 一 ， 这 个 结论 对 书 世 = y, y = z2 + zy 不 管 加 上 怎样 的 小 报 
动 项 也 保持 正确 . 

对 于 余 维 大 于 2 的 分 支 也 有 不 少 研究 结果 ， 可 参见 [DRSZ]. 
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第 六 章 ”高 维系 统 与 混沌 性 态 


第 二 章 到 第 五 章 重 点 讨论 了 平面 上 的 连续 流 的 大 范围 性 态 . 
有 些 局 部 性 质 与 处 理 方 法 ， 如 双 曲 奇 点 邻 域 的 性 态 易于 向 维 数 高 
于 2 的 系统 推广 . 但 也 可 以 看 到 ， 由 于 平面 上 一 条 单 闭 曲线 可 把 
平面 分 隔 为 内 部 和 外 部 两 个 区 域 ， 因 而 可 以 推出 平面 系统 的 极限 
集 就 相对 比较 简单 ， 它 只 能 是 一 个 奇 点 , 或 一 条 闭 轨 线 , 或 由 若干 
个 奇 点 及 连接 它们 的 轨 线 组 成 . 对 解析 系统 来 说 , 一 条 闭 轨 线 邻近 
要 么 是 充满 一 系 闭 轨 ， 要 人 么 它 邻 近 不 再 有 其 它 闭 轨 ， 而 由 螺 线 组 
成 ， 这 些 性 质 对 于 维 数 高 于 2 的 系统 ( 称 为 高 维系 统 ) 将 不 再 保 
持 ， 这 时 可 以 出 现 很 复杂 的 极限 集 ， 与 此 相关 , 在 一 条 闭 轨 线 邻近 
可 以 存在 无 限 多 条 各 种 不 同 周 期 (成 倍 地 增 大 ) 的 闭 轨 线 以 及 螺 线 
在 其 间 盘 旋 ， 它 与 后 面 要 介绍 的 混沌 性 态 密切 相关 . 

为 研究 高 维系 统 的 闭 轨 线 邻近 流 的 性 态 ， 所 用 的 基本 方法 仍 
是 作出 Poincaré 映射 . 

设 工 为 n 维系 统 的 一 条 闭 轨 ， 在 上 上任 取 一 点 p, 过 Dp 作 
(n 一 1) 维 的 超 平面 允 , 它 与 工 在 p 点 的 切 向 垂直 (如 图 6.1), 则 
由 连续 性 可 知 : 在 了 上 存在 p 点 的 邻 域 7, 使 任 一 点 q EU, 系 
统 在 4 处 的 向 量 不 与 习 相 切 ， 因 此 称 UV 为 系统 的 无 切 截 面 (后 
面 也 称 为 权 截 截面 ), 且 过 4 的 轨 线 保持 在 工 的 邻近 盘旋 将 再 一 次 
与 U 相交 于 一 点 qi. 这 就 确定 了 U 一 VU 的 映射 了 : 9 rm gl 称 
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5 


图 6.1 


之 为 了 邻近 的 Poincaré 映射 ; 简称 为 已 - 映射 显然 了 以 2 为 
不 动 点 ， 对 了 在 p 邻近 的 性 态 的 研究 即 可 反映 出 在 工 的 一 个 管 
状 邻 域内 流 的 性 态 ， 也 就 是 说 ， ? 维系 统 的 这 部 分 流 的 研究 可 归 
结 为 (n 一 1) 维 截面 上 的 点 映射 的 分 析 ， 因 此 在 这 一 章 中 将 更 多 
地 涉及 到 点 映射 确定 的 离散 系统 的 局 部 以 至 于 大 范围 的 性 态 的 分 
析 研 究 . 


81 双 井 奇 点 与 闭 轨 的 稳定 和 不 稳定 流 形 
1.1 双 曲 奇 点 与 闭 罗 
在 第 二 章 已 经 给 出 了 双 曲 奇 点 的 定义 ， 设 n 维系 统 
= f(a) (6) 
以 O 为 奇 点 如果 DF(0) 的 特征 根 均 不 内 替 实 部 ， 则 称 O 为 双 


均 不 等 于 1, 则 称 O 为 双 曲 不 动 点 . 
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闭 轨 的 双 曲 性 则 利用 P- 映射 来 定义 ， 如 图 6.1, 在 五 上 一 点 
p 处 取 法 平面 ， 在 其 上 点 p 邻近 作出 P- 映射 f :gg 上 嘻 41. 


定义 6.1 如 果 映 射 有 以 Dp 为 双 曲 不 动 点 ( 即 Df(p) 不 具 模 等 
于 1 的 特征 值 ), 则 称 工 为 (6.1) 的 双 曲 闭 轨 . 
注 6.1 易于 证 明 ， 工 上 两 不 同 点 pi, pz 处 的 -映射 及 ， 所 是 
微分 同 胚 的 ， 故 上 的 双 曲 性 定义 不 依赖 于 点 p 的 选取 . 又 n= 2 
时 ， 双 曲 闭 轨 即 相当 于 第 三 章 所 说 的 单 重 极限 环 . 

对 于 n 维 点 映射 有: 及” 一 月", 着 对 ge IR”", 存在 正 整数 
k, 使 

f*(q)=g, 有 § fil(q) zg 当 1Si<A 


则 称 4 为 的 -周期 点 . 易 见 这 时 9 为 映射 f* 的 不 动 点 . 


定义 6.2 如 果 g 为 的 双 曲 不 动 点 则 称 g 为 了 的 双 曲 一 
周期 点 . 


1.2 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 


在 双 曲 不 动 点 邻近 ， 离 散 流 的 结构 有 类 似 于 平面 双 曲 奇 点 的 
性 态 . 设 O 为 有 :IR" 一 下” 的 双 曲 不 动 点 ， 即 Df(O) 分 别 有 
s 个 特征 值 的 模 小 于 1， 4 个 特征 值 的 模 大 于 1，s 十 4% 二 n, 其 中 
也 包含 s, 4 之 一 为 零 的 特例 , 当 s = 0 时 ，O 〇 称 为 源 , 当 %=0 
时 ， 0 称 为 渊 . 

Hartman-Grobman 定理 给 出 ， 在 O 的 适当 小 邻 域 0 内 ， 
其 轨 线 结构 如 图 6.2 所 示 . 其 中 ， 与 平面 (2,y) 情况 不 同 的 是 ， 
现在 RR” 分 裂 为 子 空间 再” 与 R” 的 直接 和 . 而 


Wis.(0) = {z EVIf"(z) = 0, 当 n 2 %}, 


We (0)= {zeEUIf™?(r) 0, nm 00} 


loc 


(6.2) 
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6.2 


分 别称 为 O 点 的 局 部 稳定 流 形 与 局 部 不 稳定 流 形 , 它们 分 别 为 
IR" 中 的 s 和 w 维 超 曲面 ， 且 在 O 以 了 到， 豆 ” 为 切 空间 ， 当 
n 二 2 时 ， 它 们 分 别 为 跑 向 或 离开 鞍点 O 的 分 界线 . 

对 于 连续 流 pi(z) (由 (6.1) 所 确定 ) 的 双 曲 奇 点 O, 有 类 似 
的 局 部 稳定 流 形 和 局 部 不 稳定 流 形 : 


Wi .(0) = {x EU}p(7) 一 0, 当 上 一 十 coj， 
He(O) = {x €E Ul|ps(z) 一 0 当 上 一 一 coh， 


仍 如 图 6.2. 在 连续 流 的 情形 ， 当 s = % = 二 1 工时， 图 中 带 箭头 的 曲 
线 代 表 了 软 线 ， 当 s,4 > 1 时 ， 则 Ws*(O}，W*(O) 是 由 这 样 的 
轨 线 组 成 ;不同 的 是 ， 在 离散 流 的 情形 ， 这 些 曲线 并 非 轨 线 ， 而 是 
代表 了 不 变 曲线 或 不 变 集 , 即 从 其 上 任 一 点 出 发 ， 离 散 轨 线 仍 保 
持 在 这 一 曲线 或 集合 内 ， 沿 箭头 方向 跳跃 地 趋向 或 远离 点 O. 在 
特殊 情形 ， == 0 时 ， ke(O) = O， Ws.(0) = 0, 即 UV 内 所 
有 和 轨 线 均 趋向 于 O; s = 0 时 ， Wisc(0) =O Wisc(0) = 0, 即 
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(6.3) 


U 内 的 一 切 轨 线 均 远离 O 且 终 将 跑 出 已. 
对 于 映射 了 的 上 一 周期 点 p, 有 周期 轨道 


T= {p, f(p), ,1*-1(p)}. 


每 一 点 用 (p),， i = 0,1,…,k 一 1, 均 为 J* 的 不 动 点 ， 故 有 如 图 
6.2 所 确定 的 局 部 稳定 与 不 稳定 流 形 ， 把 这 些 点 的 局 部 稳定 (或 不 
稳定 ) 流 形 并 在 一 起 就 得 到 工 的 局 部 稳定 (或 不 稳定 ) 流 形 : 
大 一 1 
WE(T) = Wi.(f'(p)), 
| (6.4) 
Wicc(T) = UWF @) 
对 于 连续 流 Vi(z) 的 双 曲 闭 轨 工 , 则 在 每 一 点 4E 工 , 如 前 面 作出 
过 4 的 截面 上 的 一 映射 f, 它 以 4 为 双 曲 不 动 点 ， 故 有 局 部 稳 
定 流 形 VS.(q) 和 局 部 不 稳定 流 形 Wi.(q), 则 也 的 局 部 稳定 流 
形 和 局 部 不 稳定 流 形 分 别 取 为 : 


Ws.(L) = UU Wc(9), 
GE 区 


We(L) = Wise(q). 
GE 了 


(6.5) 


图 6.3 画 出 了 三 维 连续 流 的 双 曲 闭 轨 上 邻近 轨 线 的 结构 . 值得 注 
意 的 是 其 中 从 ” 点 出 发 的 轨 线 在 空间 盘旋 后 可 以 跑 到 点 71, 即 从 
We.(q) 的 一 支 转 到 We 人 (dg) 的 另 一 支 上 , 这 在 平面 轨 线 的 情况 是 
不 可 能 出 现 的 ， 因 由 Jordan 曲线 定理 ， 上 的 无 切线 段 上 ， 从 外 
法 线 上 出 发 的 轨 线 永远 保持 在 元 之 外 与 外 法 线 再 相交 ， 而 不 能 跑 
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6.3 


到 内 法 线 上 去 . 可 以 说 , 这 正 是 高 维 空间 的 周期 解 邻近 可 以 出 现 很 
混乱 的 运动 状态 的 一 个 根本 原因 . 

从 上 可 以 看 出 ， 由 于 这 些 局 部 稳定 流 形 和 局 部 不 稳定 流 形 的 
存在 ， 因 而 很 好 地 刻画 了 流 (连续 流 或 离散 流 ) 在 相应 的 点 轨 线 和 
周期 轨 线 邻近 的 性 态 ， 把 这 些 流 形 沿 着 流 延 伸 出 去 , 可 以 相应 得 出 
大 范围 的 稳定 和 不 稳定 流 形 . 具体 一 点 说 ， 把 Wis。 沿 着 流 负 向 无 
限 延 伸 可 得 到 全 局 稳定 流 形 , 或 把 WE。 沿 着 流 正 向 无 限 延 伸 可 
得 到 全 局 不 稳定 流 形 , 分 别 记 为 WO) 和 W*(0O); Ws(T) 和 
到" WS(L) 和 W™(ZL) 等 

例如 ， 对 映射 了 的 不 动 点 O, 其 全 局 稳定 流 形 和 全 局 不 稳定 
流 形 分 别 为 

Wioc(O) = Uf WeelO)) 


Wi(0) = UY f° (Wis.(O)). 
n>0 


(6.6) 
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对 于 流 pt 的 奇 点 O, 则 分 别 为 
Wioe(O) 一 U p-t(Wioe(O)), 
i>0 
WE.(0) = [) pe(Wis.(O))- 
t>0 


关于 周期 轨道 [ 或 工 的 表示 式 类 似 ， 不 再 一 一 列 出 . 


注 6.2 流 形 具有 严格 的 数学 定义 ， 例 如 见 [LT], 简单 地 说 ， 欧 
氏 空 间 IR” 的 一 个 m 维 子 集 型 ， 如 果 对 每 一 点 P < MM 均 存在 
邻 域 同 胚 于 成 ”的 一 个 开 集 ， 则 称 MM 为 一 m 维 拓扑 流 形 ( 微 

流 形 则 还 要 有 进一步 的 可 微 性 要 求 ), 稳定 流 形 定理 证 明了 上 述 
局 部 稳定 与 不 稳定 流 形 都 是 严格 定义 下 的 微分 流 形 ， 例 如 见 [LT]， 
但 是 全 局 稳定 或 不 稳定 流 形 则 就 不 一 定 是 流 形 了 . 例如 , 平面 系统 
的 鞍点 O 的 四 条 分 界线 组 成 了 一 个 双 同 宿 轨 道 ， 如 图 6.4. 这 时 
Ws(O), W*(O) 均 为 此 8 字形 曲线 ， 它 就 不 是 一 个 流 形 ， 因 为 在 
O 点 处 的 交叉 结构 不 符合 流 形 的 定义 ， 


图 6.4 


全 局 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 的 性 态 与 结构 ， 包 括 它 们 可 能 相 
交 时 的 状态 对 于 确定 流 的 大 范围 的 性 态 起 着 关键 的 作用 . 为 了 后 
面 的 应 用 ， 下 一 段 介绍 一 个 入 - 引 理 ， 它 反映 出 双 曲 不 动 点 的 全 
局 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 所 决定 的 流 的 一 个 重要 的 大 范围 性 质 , 
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1.3 入 一 引 理 


先 考察 以 O 为 鞍点 的 平面 点 映射 , 它 分 别 以 z，y 轴 为 全 局 
稳定 和 不 稳定 流 形 ， 如 图 6.5 (同样 适用 于 平面 连续 流 ， 因 下 面 的 
入 - 引 理 就 点 映射 来 叙述 ， 故 只 考虑 映射 ). 在 x 轴 ( 即 Ws(O)) 
上 到 一 点 9 过 4 作 z 轴 的 垂 线 ， 其 上 取 包 含 点 4 的 一 小 段 氏 沿 
着 f 的 离散 流 ，/ 在 太 的 正 向 选 代 之 下 ， 其 像 疡 (将 逐步 向 9 
轴 方 向 靠近 ， 且 逐渐 伸 长 ， 当 中 一 co 时 ， 7() 将 会 进入 y 轴 
的 任何 足够 小 邻 域 内 ， 如 果 f 为 C" 的 ， 则 这 一 曲线 弧 段 在 每 一 
点 的 切 向 都 与 y 轴 相 近 ， 把 这 一 直观 的 结论 推广 到 任意 7 维 的 映 
射 的 双 曲 不 动 点 即 可 得 出 入 - 引 理 . 


为 此 首先 把 平面 上 两 曲线 不 相 切 地 相交 (无 切线 段 即 为 其 特 
例 ) 的 概念 推广 为 空间 到” 中 两 个 超 曲 面 在 交点 处 为 横 截 相交 的 
概念 . 
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定义 6.3 设 9, @ 为 了 到" 中 的 两 个 起 曲 面 ， 一 点 9E SnQ, 如 
果 3 Q 在 4 点 的 切 空间 了 QQ, TS ( 它们 分 别 由 5S, 驴 在 9 点 
的 所 有 切 向 量 所 张 成 的 线性 子 空间 组 成 ) 在 9 能 张 成 及", 记 作 
TQ+TS = IR", 则 称 3 与 8 在 点 9 横 蕉 相交 . 

例如 , 前 述 闭 轨 工 , 它 为 一 维 曲 线 , 在 其 上 点 9 处 作出 了 (n 一 1) 
维 截面 2, 它 与 也 在 4 点 的 切 疝 垂直 ， 因 此 工 在 g 点 的 切线 与 
> 张 成 了 了 JR", 依 此 定义 ， 就 说 工 与 二 在 点 9 为 横 截 相交 . 

设 可 微 映射 f: 焉 ”一 取 ” 以 原点 O 为 双 曲 不 动 点 ， 4 = 
Df(O) 具有 s 个 模 小 于 1 的 特征 值 ，%% 个 模 大 于 1 的 特征 值 ， 
其 中 心 > 0, 4 十 s = n. O 点 的 全 局 稳定 流 形 为 Ws(O), 全 
局 不 稳定 流 形 为 W*(O), 为 了 简明 起 见 ， 在 图 6.6 中 画 成 线性 子 
空间 . 取 点 9E Ws(0) - {0O}, Ws(O) 在 点 4 的 切 空间 及, 它 
在 丙 ” 内 的 补 空间 为 R*, 以 4 为 圆心 在 RR" 内 作 w 维 小 圆 球 
D*, 因此 D* 与 Ws(O) 在 9 点 模 截 相交 ， 则 类 似 于 平面 鞍点 的 
性 质 ， 有 
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定理 6.1 (入 - 引 理 ) 任 给 6 > 0, 则 存在 正 整数 ,使 n>N 
时 ， DY* 在 了 的 n 次 达 代 下 的 像 J"(D*) 在 C1 意义 下 保持 
在 Wu(O) 的 < 邻 域 即 f"(D*) 及 其 每 一 点 的 切 空间 都 保持 在 
W*(O 〇 ) 及 邻近 点 的 相应 切 空间 的 上 邻 域 

证 明 从 略 ， 例 如 可 参见 [LT]. 


82 ”一 维 映射 的 混沌 性 态 


如 前 所 述 ， 平 面 连续 流 的 闭 轨 邻近 所 确定 的 已 - 映射 (为 一 
维 映 射 ) 其 动力 性 质 相对 比较 简单 ( 因 连 续 流 受 Jordan 曲线 定理 
所 约束 ， 流 与 无 切线 段 的 依次 交点 具有 单调 性 ). 与 之 不 同 的 是 ， 
任意 给 了 一 个 闭 区 间 .JJ 上 的 同 胚 映 射 /更 一 般 地 可 假设 f 只 是 
连续 的 ， 未 必 有 逆 ， 则 仅 考虑 由 正 向 迁 代 所 ，n > 0 所 生成 的 半 
动力 系统 ), 则 由 f 所 生成 的 一 维 离散 流 却 可 以 具有 甚 为 复杂 的 动 
力 性 质 一 一 混沌 性 态 . 这 在 许多 一 维 应 用 模型 中 用 数值 方法 较 早 
地 被 发 现 ， 而 严格 地 给 出 混沌 (chaos) 的 数学 定义 则 是 1975 年 
由 Li 和 Yorke 完成 的 ， 见 [LY]. 他 们 考虑 闵 区 间 也 简单 地 可 
取 工 = [0,1] 上 定义 的 连续 函数 f, 因 f-! 未 必 单 值 ， 故 考虑 由 
f", n 之 0 所 生成 的 半 动 力 系统 . 


定义 6.4 若 三 满 足以 下 三 个 条 件 : 
(i) 对 任意 自然 数 有 Zn ET 使 *(zk) = Zk, 且 k 关 1 
时 的 周期 点 ， f (Zk) 关 Zk; 
(ii) 邦 在 不 可 数 集合 NC 了 ,使 7T,y EN 时 ， 有 


Tm |f"(7) ~ f°()| >0, dim IF"(z) -f° (| = 0; 
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(这 ) 对 任意 周期 点 x 和 VE, 有 
Jim |f"(z)- f°(y)| > 0， 


则 称 了 在 工 上 为 混沌 的 . 

由 定义 的 条 件 可 以 看 出 ， 漫 沌 性 的 要 求实 际 上 说 明了 由 f 在 
T 上 所 生成 的 运动 具有 很 混乱 的 状态 . 一 方面 其 中 有 可 数 多 个 不 同 
周期 的 周期 运动 ， 且 条 件 《iii) 说 明 其 它 运动 都 不 渐 近 于 这 些 周期 
运动 (这 是 平面 系统 的 稳定 极限 环 的 已 - 映射 所 不 具备 的 性 质 ); 
另 一 方面 ， 除 这 些 周期 运动 外 ， 还 有 更 多 的 不 可 数 集 上 的 运动 ， 其 
中 任意 两 个 运动 之 间 若即若离 ， 《ii) 说 明了 它们 有 时 靠 得 很 近 ， 
有 时 又 保持 一 定 距离 ， 且 随 ” 增 大 ， 一 直 如 此 .即使 两 个 运动 的 
初始 值 靠 得 很 近 时 也 是 如 此 ， 故 这 种 性 质 常 称 为 对 初始 值 的 极端 
敏感 性 . 这 两 种 周期 与 非 周期 的 运动 混杂 在 一 起 ,就 表现 出 了 上 的 
运动 的 复杂 的 混沌 性 态 . 

文 [LY] 中 还 证 明了 下 列 有 名 的 论断 . 


定理 6.2 若 f 具 有 一 个 3- 周期 点 ,， 即 存在 ZE 了 使 产 (z) = 7， 
则 了 在 了 上 上 为 混 池 的 . 

证 明 可 以 用 初等 分 析 方法 完成 , 详情 这 里 从 略 , 可 参见 原文 或 
[Zhbj). 

实际 上 ， 60 年 代 前 苏联 数学 家 A.Sarkovskii 就 曾 证 明 过 更 
一 般 的 结论 ， 他 把 自然 数 重新 如 下 排列 (通常 称 为 Sarkovskii 序 )， 
见 [Sa] 


3,5,7,...,3X2,5X2,7x 2,...,3 Xx 2",5 x 2°?,7 x 2", 
‘27 2 .2,1 
(6.8) 
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定理 6.3 车 / 具有 Pr- 周期 点 则 对 序列 (6.8) 中 了 以 后 的 任 
一 自然 数 9， 厂 必 具 有 9- 周期 点 . 

显 见 , 在 p = 3 时 的 特例 情形 , 它 就 成 为 定理 6.2 中 由 f 具有 
3- 周期 点 推出 它 具 有 以 一 切 自 然 数 为 周期 的 周期 点 的 结论 ， 从 这 
一 点 上 看 ， 定 理 6.3 的 结论 要 比 定理 6.2 的 相关 结论 广泛 得 多 . 
当然 [Sa] 文 未 涉及 混沌 性 态 . 

一 维 映射 具有 混沌 性 态 的 例子 很 多 , 且 有 着 广泛 的 应 用 背景 ， 
例如 有 名 的 Logistic 模型 f(z) = az(1 一 2) 即 是 其 中 的 一 个 ， 
它 可 视 为 有 极限 增长 的 虫口 模型 。 我 们 现在 从 经 济 应 用 中 亦 可 导 
出 此 模型 ， 参 见 [Ya 1]. 


例 6.1 设 某 种 商品 的 第 n 期 市 场 价格 为 pw, 7 二 0,1,2,…, 则 
由 市 场 供需 平衡 所 确定 的 市 场 价格 动态 模型 为 


A 
yy yy 6. 
pnt1 三 本 + Ep (po 一 pr)， (6.9) 


其 中 A4，B，C 为 适当 常数 ， 寻 求 线性 变换 以 简化 此 模型 ， 设 za 
为 方程 


C ， ,Cpo 4 
一人 ( 盏 一 0z 一 斑 =! 
的 正 实 根 ， 令 
= (po 一 2zojzn — 20， n= 0,1,2,.., (6.10) 
则 (6.9) 可 化 为 
Tntl = YTn (1 — Tn), (6.11) 


其 中 了 = (po 一 2z0) > 0 视 为 系统 的 参数 记 Ja) = yz(1z) 
它 代表 了 区 间 了 = [0,1] 上 的 一 个 连续 可 微 的 自 映射 了 : 了 二 了 
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其 &- 周期 点 对 应 于 方程 
F(z) 一 2 (6.12) 


的 解 ( = 1 时 为 不 动 点 ), 它 在 (z,y) 平面 上 对 应 为 y = f*(z) 
与 y = x 在 第 一 象限 的 交点 ， 由 于 Df(0) = 7, 故 当 0<7<1I 
时 ， 只 有 唯一 的 平凡 不 动 点 z = 0. Y > 1 以 后 则 出 现 非 平凡 的 不 
动 点 及 周期 点 . 当 3 < 7 < 1+ V6 时 ， 将 有 两 个 2- 周期 点 ， 对 
应 于 4 次 方程 

f°(z)=7 


的 正 根 、 大 越 大 时 ， 方程 (6.12) 的 次 数 就 越 高 ， 只 能 用 数值 方法 
求解 ， 已 得 出 下 述 一 系列 的 Y 值 : 


7?o 三 1, ?1 三 3, Y2 = 3.4494.….， 
7Y3=3.5440...， 7Y4 = 3.5644……， 
5 = 3.5688...,， +. ?Too = 3.569946.... 


这 些 值 六 均 为 分 支 值 . 因 随 着 7 的 增 大 而 经 过 Y 时 ， 系 统 
(6.11) 将 分 支出 新 的 2*- 周期 点 ， 图 6.7 中 标 出 了 zs2 为 2 周期 
点 , 轨道 为 {3,23}, za 则 为 4- 周期 点 , 轨道 为 {zlz3,zz, z4}， 
当 7y= ?oo = 3.569946.… 时 ， 了 将 具有 所 有 以 2* 方 军 及 其 它 
整数 为 周期 的 周期 点 而 出 现 混沌 性 态 ， 见 图 6.8. 这 种 现象 常 称 为 
倍 周期 分 岔 (许多 中 国学 者 ,特别 是 应 用 学 科 中 , 把 bifurcation 一 
词 译作 分 贫 ， 即 前 述 的 分 支 ). 

在 这 种 倍 周期 分 岔 以 至 于 呈现 混沌 态 的 过 程 由 ， M. Feigen- 
baum 发 现 了 一 个 重要 的 规律 ， 即 如 下 极限 值 存 在 : 

F= lm -i— 4.669202..…. (6.13) 
no0 Yk — Yk+1l 
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且 证 明了 对 各 种 不 同 的 线段 映射 出 现 倍 周期 分 贫 的 一 系列 参数 值 
尽管 因 具 体 映 射 不 同 而 各 不 相同 ， 但 其 极限 值 (6.13) 均 为 同一 常 
数 . 因此 这 是 一 个 普 适 常数 (universal constant), 被 称 为 Feigen- 

baum 常 数 . 
这 也 说 明了 . 在 一 维 离散 动力 系统 中 , 混沌 性 态 是 很 普遍 的 现 
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象 ， 从 70 年 代 起 ， 对 它们 的 研究 ， 包 括 圆周 上 的 自 映射 所 定义 的 
一 维系 统 的 研究 成 果 极 为 丰富 .许多 人 把 定义 6.4 作 了 各 种 改进 
与 推广 ， 并 讨论 上 满足 怎样 的 条 件 时 会 出 现 混沌 性 态 ， 以 及 相关 
的 周期 点 集 、 非 游荡 集 等 等 之 间 的 关联 性 质 ， 又 联系 到 概率 测度 中 
的 拓扑 焙 、 Lyaponov 指数 等 ， 进 一 步 与 任意 维 数 的 概率 测度 空 
间 上 的 遍历 理论 (ergodic theory) 相 联系 ， 有 兴趣 的 读者 可 参见 
[Xio], [Wall 等 . 


83 ”二 维 映射 的 混沌 性 态 ，Smale 马蹄 


为 了 阅 明 二 维 映射 所 确定 的 离散 系统 中 出 现 的 混沌 性 态 ， 须 
用 到 符号 动力 系统 的 一 些 有 趣 的 动力 性 质 ,最 早 见 之 于 [GoH], 现 
作 一 简介 . 


3.1 符号 动力 系统 
取 数 字 1 和 2 作为 两 个 符号 的 符号 集 4 = {1,2}, 记 整 数 集 
为 Z. 任意 取 4 的 元 素 可 排列 成 如 下 的 双向 无 限 的 二 重 序列 : 
d= 0 oa 00 QQ2 ak (6.14) 


其 中 ai € 4, ie Z .(6.14) 所 确定 的 a 称 为 一 个 符号 序列 . 上 方 
标 有 * 的 元 素 ao 称 为 a 的 中 位 元 素 . 取 同 一 种 排列 但 中 位 元 素 位 
置 不 同 的 两 个 符号 序列 认为 是 不 同 的 ( 见 下 面 距离 的 定义 即 可 知 )， 
所 有 可 能 作出 的 各 种 不 同 的 符号 序列 a 的 集合 记 做 

2 = {a}. (6.15) 


易 见 集合 忆 具有 连续 统 的 势 ， 即 为 一 不 可 数 的 Cantor 集 ， 对 之 
中 的 另 一 元 素 


b=...b2b_1 bo b1b2 …: 
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定义 a 与 5 间 的 距离 函数 ”d : 了 x 了 一 人 Rt+( 非 负 实 数 的 集合 ) 
为 


d(a,b) = > 56; 2 一 辣 ， (6.16) 
0 当 @a;=0; 时 ， 
0i 二 “ 负 项 名 然 2 
其 中 wh 时 此 非 负 项 级 数 显 然 收敛 ， 因 为 所 


有 训 二 1 时 d= 3, 故 一 般 地 0 < d(a,b) < 3. 且 易 于 验证 这 一 
定义 满足 距离 的 三 条 公理 ， 故 二 成 为 一 距离 空间 ， 可 证 它 是 紧 致 
(compact) 完备 (complete) 和 完全 不 连通 的 ( 即 的 任何 连通 
子 集 只 含 一 点 ), 证 明 可 见 [LT], [ZH] 等 ,在 定义 (6.16) 之 下 ， 也 
内 点 @ 的 e (> 0) 邻 域 为 


U(a)= {0 | d(a,b) <e}. (6.17) 


易 知 ， 如 果 一 切 b= az, 对 一 入 < i SN, 其 中 N 是 通过 (6.16) 
及 (6.17) 由 < 确定 的 某 一 正 整数 , 则 5 e Ue(a). 因此 , 邻 域 Ue(a) 
相当 于 一 个 中 块 


QEN'':**Q1 ao 人 1 CN (6.18) 


这 对 于 后 面 的 论证 是 很 有 用 的 . 
在 于 上 可 定义 一 映射 o :一 世 , 称 做 ( 左 ) 移 位 (shift): 


o(a) = 对 每 -i B= (6.19) 


亦 即 b 是 把 a 的 每 一 位 置 上 的 元 素 各 向 左 移动 一 位 所 得 到 的 符号 
序列 .由 此 可 知 o-! 存在 ， 它 即 为 右 移 位 ， 且 易 证 0,，o-， 的 连 
续 性 . 故 ca 为 马 的 一 个 自 同 胚 映射 ， 它 在 避 上 确定 了 一 个 动力 
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系统 ， 记 作 (2, c), 称 为 拓扑 动力 系统 , 见 [GoH], 它 具 有 下 列 有 
趣 而 重要 的 动力 性 质 . 

定理 6.4 ”对 每 一 正 整 数 N, o 具有 NV - 周期 点 ， 

证 明 “可 用 下 列 穷 举 法 列 出 所 有 以 正 整数 为 周期 的 周期 点 : 


1- 周期 点 有 两 个 : 11 .2 
2- 周期 点 有 4 个 ， 除 上 述 两 个 1- 周期 点 外 ， 还 有 
.2121212..., ...212121...; 


它们 可 这 样 得 出 ， 取 中 位 及 其 右 一 位 两 个 连续 位 置 上 4 内 两 个 元 
素 的 排列 ， 应 有 22 种 11, 22, 12, 21. 然后 把 它们 向 左 、 右 连续 
移动 两 位 ， 再 移动 两 位 以 至 无 穷 所 得 到 的 ， 改 满足 cz(o) = a. 依 
次 类 推 ，3- 周期 点 有 8 个 ， 即 中 位 开始 向 右 三 个 位 置 上 取 1,2 的 
23 个 不 同 的 排列 再 一 次 次 移 三 位 所 得 ，，……: N- 周期 点 有 2 
个 . 尽管 这 样 的 排列 有 重复 , 但 总 会 有 新 的 以 任意 整数 为 周期 的 周 
期 点 出 现 . 

证 毕 
定理 6.5 0o 的 所 有 周期 点 的 集合 ， 记 作 Per (o), 它 在 互 内 处 处 
稠密 ， 即 有 


Per(c) = 7. 


证 明 ” 任 取 a€ 及 a 的 邻 域 Ue(a), 只 要 说 明 在 Ve(a) 内 存在 
周期 点 即 可 ， 由 前 知 令 域 Ue(a) 确定 一 中 块 (6.18) 


* 
CQ_N ao 0QN 


将 此 (2N 十 1) 个 位 置 的 排列 分 别 连续 地 向 左 、 向 右 移动 (2N 十 1) 
位 ， 再 移动 (2N + 1) 位 ， 如 此 继续 ， 可 得 出 一 个 符号 序列 ， 它 显 
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然 为 一 (2N 十 1)- 周期 点 ， 且 在 Ue(a) 内 . 

证 毕 
定理 6.6 ”存在 一 条 轨道 ， 它 在 如 内 处 处 稠密 (这 一 性 质 常 称 为 
可 迁 性 (transitivity))， 
证 明 ” 今 作出 一 符号 序列 5 使 在 o 迭代 之 下 ,轨道 {o" (可 jnez 
在 二 内 处 处 稠密 的 元 素 从 中 位 向 左 可 以 任 取 ， 从 中 位 开始 向 
右 先 排 1, 再 排 2, 即 一 个 位 置 的 两 种 不 同 排列 ， 再 依次 排出 两 个 
位 置 的 4 种 不 同 排列 ， 三 个 位 置 的 8 种 不 同 排列 ， 依 次 继续 ， 即 
得 


5=...a il1211122122 


(6.20) 
111 112 121 122 211 212 221 222 ..….. 


因此 ， 任 给 一 点 be 以 及 任 -一 邻 域 V(b), 由 (6.18), 即 给 出 了 
中 块 b_w … bo ….5N. 这 是 (2N + 了) 个 位 置 上 的 一 种 排列 ， 它 
一 定 出 现在 (6.20) 所 确定 的 元 的 右 方 (可 能 很 远 处 ). -用 on 作用 
于 元 即 把 5 的 元 素 一 次 次 向 左 移 位 ， 故 总 存在 足够 大 的 mw 使 上 
述 (2N + 1 元 素 排列 中 的 bo 移 到 o"(G) 的 中 位 ， 从 而 进入 了 
的 邻 域 V(b). 这 就 证 明了 过 均 的 轨道 狗 密 于 习 . 
证 毕 
从 以 上 性 质 可 见 ，o 在 习 内 所 生成 的 运动 ， 除 去 可 数 多 个 周 
期 点 外 ， 更 多 的 是 不 可 数 多 个 处 处 稻 密 的 遍历 运动 ， 也 就 是 说 ， 整 
个 空间 史 为 c 的 非 游荡 集 、 这 也 是 定义 6.4 的 几 条 性 质 所 要 求 
的 .不 同 的 是 ,那里 的 运动 分 布 在 一 个 闭 区 间 上 ， 而 符号 动力 系统 
的 运动 则 在 一 个 抽象 的 完全 不 连通 的 离散 空间 中 . 
符号 动力 系统 还 具有 如 下 的 拓扑 混合 性 质 
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定义 6.5 设 了 为 紧 距 离 空 间 天 上 的 同 胚 映 射 ， 若 对 任意 的 两 
个 非 空 开 集 U,V C 巧 ， 总 存在 正 整 数 N, 使 当 n > N 时 ， 有 


f"'UNV#9, 


则 称 了 在 关上 为 拓扑 混合 的 . 
定理 6.7 o 在 站 上 为 拓扑 混合 的 ， 
证 明 ” 设 U,V 为 内 的 两 个 非 空 开 集 取 a EU 5EV, 则 
存在 邻 域 Ue(a),， Ue(b) 及 相应 的 入 , 使 

UU(la)= {ceB|c=a, < N}, 

V IUG) = {ceDle = NN). 
因而 

oUNV DoU(a) NUOD). 
又 
orU(aNU(b) = {cEZDlc=6 MN; 
cj =ajytn， 当 上 +n| < N}. 


取 n>>2N 十 1 时， 由 上 式 右 端 可 知 此 集合 非 空 


3.2 Smale 马蹄 


为 了 回答 老 数学 家 N.Levinson 在 高 维系 统 结构 稳定 性 问题 
的 讨论 中 所 提出 的 质疑 ， S.Smale 作出 了 下 列 平面 点 映射 的 有 名 
例子 ， 通 常 称 为 Smale 马 蹄 . 

在 及 2 内 取 单 位 正方 形 5 = [0,1] x [0, 11. 几何 式 地 定义 映 
射 了 :5 一 R? 如 下 ; 
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将 3 沿 铅 直 方向 拉 长 ， 拉 伸 的 倍数 上 > 2, 同时 沿 水 平方 向 
压缩， 倍数 为 和 < 7， 使 成 为 一 长 方 条 ， 然 后 弯曲 成 马蹄 形 ， 且 落 
在 包含 S 的 区 域内 并 使 弯曲 部 分 在 3 之 外 ， 如 图 6.9. 此 弯曲 的 
马蹄 形 就 是 5S 在 f 之 下 的 像 /93), 它 位 于 9 内 的 部 分 


SNf(S)=ViUW 
为 两 个 铅 直 的 长 条 ， 由 图 6.9 可 以 想象 ， 它 们 的 原 像 为 
fi(SNf(S)) = SNH(S)= HU HH,, 


即 S 内 的 两 个 水 平 长 条 ， 且 f(Hi) = W i = 1,2. Vi 的 宽度 为 
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入 的 厚度 为 /在 Hi 上 了 为 线性 的 ， 可 分 别 表示 为 


入 0 一 
Hi Og Ha 0 一 凡 


其 中 由 于 图 中 及 2 倒 着 向 下 ， 使 x,y 坐标 反 向 ， 故 丰 Hs 的 表示 
中 入 ,4k 前 加 负 号 ， 不 难 扩张 ff 的 定义 到 包含 5 在 内 的 较 大 区 域 
九 上 使 太 为 刀 上 的 微分 同 胚 ， 如 此 反复 作用 f", 注意 每 次 将 马 
蹄 形 放 在 S$ 上 相同 的 位 置 . 对 2 来 说 5 的 橡 仍 能 保持 在 5 内 
的 点 集 为 


SNf(S) NS) = N VW, 


2,7=1 
它 由 公 , WW 内 的 四 个 更 窗 长 的 铅 直 条 (宽度 为 X2) Vi; (i, j= 1,2) 
所 组 成 ， 在 户 之 下 ， 它 们 在 S 内 的 原 像 分 别 为 Hl!，H2 内 的 四 
个 水 平 条 Fi;, 厚度 为 x, 图 6.10 显示 了 经 过 f : Hij 一 Hij， 


万 21 
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6.10 
再 经 f: 有 2 Vi; 的 直观 图 ，Viy = f(y), 6,j = 1,2. 但 可 以 
注意 到 并 非 HH1 内 的 两 个 小 水 平 条 映 到 六 内 的 两 个 小 铝 直 条 . 
f°2(SNf(S)N f(s)) 


sn-1(s) ns) = U Hs 


i,I=1 
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如 此 继续 ， 在 f 的 直到 n 次 迭代 之 下 的 像 仍 保持 在 9 内 的 点 集 
为 
5 = SNf(S)N... Nf"(s), 


其 原 像 为 
Sn= SNf iN...Nf "(5S). 


Sn 由 2 个 铅 直 条 组 成 ， 每 先 代 一 次 在 原 有 的 每 一 铅 直 条 内 又 
出 现 两 个 更 窄 的 长 条 ， 而 S_n 由 2” 个 水 平 条 组 成 ， 同 样 也 是 
在 fw-D(5) 的 每 一 水 平 条 内 出 现 两 个 更 细 的 水 平 条 而 得 . 由 于 
no0 时 ， 和 ,jp 7? 均一 0, 故 


ss 

n=0 
为 一 系列 铝 直 线段 组 成 的 集合 ， 它 可 表 为 C x [0,1] 其 中 C 为 
Cantor 集 ， 而 


ww . 
-= lim 5-n = 人 六 
到 二 


为 一 系列 水 平 线段 组 成 的 集合 ， 它 可 表 为 [0, 1] x C，C 同样 为 
Cantor 集 ， 从 而 


A=5S nsu=CxC (6.21) 


为 一 2 维 的 Cantor 点 集 , 它 是 微分 同 胚 f 的 不 变 集 ， 亦 即 对 任 一 
z E A, 轨道 {f7(z)}nez 永远 保持 在 A 内 ， 由 这 一 2 维 Cantor 
集 产生 的 过 程 可 见 ， 它 的 分 布 是 在 n 级 水 平 条 与 铅 直 条 相交 成 的 
每 一 个 小 长 方块 中 再 取 (mn 十 1) 级 水 平 条 与 铝 直 条 相交 成 的 四 个 
更 小 的 长 方块 ， 这 种 每 次 由 一 块 套 着 四 个 更 小 的 长 方块 的 结构 ， 
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见 图 6.11, 把 它 一 级 级 放大 来 看 ， 与 9 中 套 着 四 个 二 级 长 方块 的 
结构 是 完全 相似 的 ， 通 常 称 之 为 自 相似 结构 . 它 在 混沌 集 及 分 形 
(fractal) 理论 的 研究 中 是 常见 的 ， 且 f 限制 在 A 上 的 运动 有 前 
述 基本 相同 的 复杂 性 态 ， 为 证 实 这 一 点 ， Smale 巧妙 地 利用 了 符 
号 动力 系统 (2,a) 来 刻画 ， 现 证 明 下 述 定理 . 


6.11 


定理 6.8 ”对 马蹄 映射 f, 存在 了 与 人 间 的 同 胚 映射 P :人 A 一 2， 
使 

p(f(z) =op(2)， 对 一 切 zEA. (6.22) 
这 时 称 fA 与 (2,0) 拓扑 共 思 . 
证 明 由 (6.21) 知人 = 人 Niezfi(z), 获 当 zE 人 A, 则 一 切 f*(z) 6 
Hi 或 Hz. 定义 


Pp(z)=a=:a-1 a0 al，…， 


使 fi(z) = HH,,, 亦 即 a 中 第 i 个 位 置 的 符号 取 1 还 是 .2 由 产 (2 
属于 瑟 还 是 Ho 来 确定 . 首先 验证 (6.22) 成 立 . 记 f(z) = 
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y，p(y) = bE 2 内需 证 明 b =o(a) 即 可 .实际 上 


f+ (z) = f°(f(2)) = f°(9), 


, Hi 
2 十 1 € < , 
f° (2) 于 a = 
故 得 bi = ait1, 即 b= o(a), 亦 即 p(f(z)) = oa(%(2)). 
再 证 9 为 同 胚 ， 记 


Rmn(b) = {z EA f(z) € Hs, -ms<ign). 


由 z € f"mHs， 为 铅 直 条 ，z € f-"(f-!1H,) 为 水 平 条 可 知 
Rmn(b) 实 为 宽 Xm 厚 /e+uy 的 小 长 方形 设 a = p(w), b= 
gp(v), 车 能 由 4a = 5 二 > 4 = v, 则 yp 为 1-1 的 , 实际 上 ， 
Q@ 王 8 全 一切 = 6b, 从 而 4%vE 一 切 Rnn(b), 当 m,n 一 00 
时 已 nn(b) 缩 为 一 点 ， 故 4 二 v, 这 也 说 明了 只 要 平面 两 点 WYV 的 
距离 p(w,v) 一 0, 则 dla,b) 五 0, 故 9 为 1 对 1 的 连续 映射 . 
给 定 一 点 bE 9 二.…5_2b_1 bo bib2.…, 必 有 点 z E A. 使 
gp(z) = b, 因为 b0b1b2.… 确定 了 一 条 水 平 线段 ，，…2-20-1 则 确 
定 了 一 条 铅 直线 段 ， 它 们 相交 于 唯一 的 点 z € A, 这 就 说 明 p 为 
满 映 射 ， 因 而 为 同 有 三 . 


由 (6.22) 知 flA = or~icp, 从 而 


有 一 plopp op 一 Or1a20p， ， f° 一 or-lonp， 


.227 . 


这 就 说 明 f 在 A 内 的 轨道 与 o 在 乙 内 的 轨道 一 一 对 应 ， 因 此 它 
和 符号 动力 系统 一 样 有 可 数 无 穷 多 个 各 种 周期 运动 ， 以 及 其 它 不 
可 数 多 个 在 A 内 处 处 稠密 的 运动 ， 上 映射 以 人 为 非 游荡 集 . Jj/ 
在 A 上 的 运动 呈现 混沌 性 态 .， 数学 家 们 往往 把 出 现 Smale 马蹄 
作为 判定 动力 系统 呈现 混沌 性 态 的 标志 . 

注 6.3 由 Smale 马蹄 的 构造 过 程 可 以 看 出 由 |A 具有 结构 稳定 
性 的 特征 ， 因 为 f 的 基本 要 求 是 把 两 个 水 平 条 映 为 两 个 错 直 条 ， 
且 边 界 对 应 到 边界 .由 此 知 微小 地 摄 动 f 只 会 使 得 这 些 水 平 、 铝 
直 条 的 直 边 界 略 略 变形 为 曲线 边界 ， 而 仍然 横向 与 纵向 跨越 方形 
3, 从 而 在 了 ( 摄 动 之 后 的 ) 的 逐次 迭代 后 仍 可 得 出 上 述 类 似 的 不 
变 集 人 ，7 | 仍 具有 混沌 性 的 特征 . 这 将 是 我 们 在 下 一 节 判 别 县 体 
二 维 映射 具有 Smale 马蹄 的 出 发 点 ， 

注 6.4 上 述 了 在 5 内 保持 了 线性 ， 机 向 压缩 、 纵 向 扩张 ， 这 是 
双 曲 不 动 点 的 基本 特征 ， 由 此 可 见 这 种 双 曲 性 可 进一步 引伸 到 系 
统 的 整个 不 变 集 上 .而 得 出 双 曲 不 变 集 的 概念 ， 这 在 高 维系 统 结 
构 稳定 性 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 .下 述 一 例 给 出 一 环 面 上 的 点 
映射 系统 ， 它 在 整个 环 面 上 具有 双 曲 结构 以 及 混沌 性 态 . 


3.3 双 曲 环 面 自 同 构 


首先 取 平 面 上 的 线性 变换 4 : 及 ”一 R?，A 对 应 于 一 整 元 素 
矩阵 


3 一 V5 3 十 V5 


它 具 有 两 个 实 特征 值 和 1 = 一 5 
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应 的 特征 空间 (直线 ) 可 分 别 表 为 


bE: y= V5 


pT, E*:y= 2 7 


1 一 | 
4-= (, 2 ) 亦 具 同样 性 质 . 现 由 4 诱导 出 环 面 T? 上 的 一 


个 微分 同 胚 , 如 环 面 上 的 遍历 流 的 例 中 所 说 72 = IR?/ ~, 其 中 等 
价 关 系 ， (zi 1) ~ (z2,y2) < 21 一 272, 一 YE2.7:R? 一 
T? 为 自然 投影 ， 理 解 为 把 所 有 相互 等 价 的 点 映射 为 [0,1] x [0, 1] 
内 的 点 . 设 z2 = 21 十 h, yz 二 1 十 kh,k EZ2, 则 


A(x2,Yy2) = A(z1, 1) + A(h, k), 


因此 
7(A(z2, 42)) = 7( A(z1, 0)). (6.23) 
可 定义 映射 :T?  T2, 它 满足 
f(r(z,9)) = 7(A(z,D)). (6.24) 


因 4, + 为 Cee 的 ， 故 耻 亦 为 C™” 映射 由 4-! 可 类 似 于 上 地 
诱导 映射 f-1. 因此 f 为 T? 上 的 Cee 微分 同 胚 ， 且 易 证 它 具 有 
局 部 为 线性 的 性 质 


f(r(z1,) +n(r2, ya)) = Fr(zao)) + fr(z2, y2)). (6.25) 


它 在 BE* 的 方向 压缩 ，E* 方向 为 扩张 , 而 具有 双 曲 性 ， 故 通常 称 
为 环 面 双 曲 自 同 构 . 可 以 证 明 整 个 环 面 为 f 的 非 游 荡 集 ， 其 中 两 
个 坐标 均 为 有 理 数 的 点 投影 在 了 2 上 为 周期 点 ， 余 下 的 为 非 周期 
点 ， 通 过 这 些 点 的 轨道 具有 遍历 性 ， 且 f 在 T? 上 为 结构 稳定 . 
证 明 可 见 [LT]. 
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通过 此 例 可 从 测度 混合 的 意义 下 来 说 明 混 沌 性 态 的 复杂 性 . 
定义 6.6 ”对 任意 VC 到 (实际 上 和 定义 6.5 一 样 可 就 一 般 
的 紧 空 间 关上 的 同 且 ff 来 定义 ), 若 『 满足 

lm PS DNV _ mesV 

no0 mesU mes T2 ， 
其 中 mes(W) 表示 集合 全 的 测度 (在 此 例 中 可 理解 为 R2 中 所 
占 的 面积 ), 则 称 了 在 72 上 为 测度 混合 的 . 


(6.26) 


图 6.12 


可 以 证 明 上 述 环 面 双 曲 自 同 构 在 T? 上 为 测度 混合 的 . 我 们 可 
用 Arnold 所 画 的 猫 头 来 直观 地 说 明 这 一 混合 的 含义 ， 如 图 6.12， 
在 S= [0,1] x [0,1] 内 画 一 猫 头 , 将 三 作用 于 3 一 次 ， 它 压缩 拉 
伸 为 平行 四 边 形 38, 猫 头 也 扭曲 变形 , 在 T? 上 应 把 它们 仍 投影 到 
S 内 ， 故 如 右 方 方 块 (c) 内 所 示 ， 猫 头 分 成 了 5 块 ， 可 以 想象 把 
f 再 一 次 作用 于 5, 则 猫 头 的 这 5 块 又 将 分 裂 成 更 多 的 小 块 ， 把 
ff! 反复 一 次 次 作用 ， 则 猎头 的 细胞 将 十 分 均匀 地 分 裂 到 了 T? 
上 的 每 一 处 ， (6.26) 中 Y 视 作 猫 头 ， 右 端 表示 了 猫 头 在 T2 上 所 
占 的 面积 比 ，U 则 视 为 在 T2 上 任 取 一 小 块 ， (6.26) 说 明 猫 头 细 
胞 在 这 一 小 决 Z 中 的 像 所 占 的 成 分 比 当 n 一 co 时 与 右 端 相 同 . 
. 230 ， 


这 种 混合 的 均匀 性 恰恰 显示 出 在 f 作用 下 ， T? 上 的 运动 的 复杂 
性 . 


84 横 截 同 宿 与 模 截 异 宿 环 


4.1 ” 模 截 同 宿 定理 


为 了 判断 具体 的 二 维 映射 具有 混沌 性 态 ， J.Moser 在 [Moj 
中 首先 把 Smale 马蹄 的 做 法 推广 ， 仍 考虑 (z, 2) 平面 上 的 正方 形 
9 = [0， 1] x [0， 1], 如 果 0 < R(z) 和 1，2Z E [0， 1], 且 存 在 常数 
0<py<1, 使 对 0<zi<z2<1l 有 
|h(z1) — h(x2)| < pl21 — £2l, 


则 称 曲线 y = h(z) 为 一 条 水 平 曲 线 . 
若 有 两 条 水 平 曲线 y = hi(7), y = ho(z). 满足 


0 < hi(x) < ho(z) <1, ZE [0,1), 
则 称 点 集合 
H = {(z,Y)Iz € [0,1], hi(z) <y < ha(z)} 
为 一 水 平 条 . 


AH) = mos (ha(e) — ha(o)) 


称 为 水 平 条 五 的 直径 . 类 似 地 可 定义 铅 直 曲 线 z = v(g) 及 铅 
直 条 V, 直径 d(V). 
定义 6.7 对 符号 动力 系统 (2,a) 及 3 上 的 同 胚 户 若 存 在 3 内 
的 某 一 子 集 A 到 了 的 同 胚 p, 使 

pof=oo9, rz €Ah, (6.27) 
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则 称 矿 以 互 上 的 移 位 0 为 子 系统 . 

设 在 S 中 有 互 不 相交 的 水 平 条 和 互 不 相交 的 铬 直 条 各 m 个 
(m 之 2)， 分 别 记 作 H;, V, 4 一 1,2,: "mM, 
定理 6.9 ” 设 3 上 的 (微分) 同 胚 f 满足 下 列 条 件 : 

i) f(H;) = V, 且 边 界 映 为 边界 ， 2 

ii) 对 铅 直 条 VC 【jj VV, 每 一 


g 一 1 
V=fAV NV 
也 是 铅 直 条 ， 且 满足 d( 讨 ) 之 Yd(V), 0 < 7< 1 为 常数 ， 对 水 平 
条 HC U H;, 每 一 


i=l1 
Hi= fH)N HH; 
为 水 平 条 ， 且 满足 d(Hi) < yd( 腥 ); 
则 了 以 0 为 子 系统 . 

条 件 i) 说 明了 至 少 有 两 个 水 平 条 映 为 铝 直 条 ， 条 件 ii) 则 如 
Smale 马蹄 一 样 在 水 平方 向 为 压缩 ， 铅 直方 向 为 拉 什 ， 从 而 可 推 
出 混沌 性 态 ， 但 条 件 说 一 般 是 较 难 验证 的 ， [Mo] 又 用 了 一 个 涉 
及 到 导 算 子 的 条 件 来 代 规 ， 记 


P 
f= ,Df: 了 且 2 一 下 2， 
( 


We) 
Yo YL QoTo + Wyyo 
对 了 = (zp;Yp) € IR?, 分 别 以 p 为 顶点 作 铅 直 扇形 9? 和 水 平 记 
形 op : 
SH+ = {(z,9)| |z ~ zp| < ply — Ypl}, 
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Sp = {(z,9)| ly ~ yp| < plz — zpl}. 
设 如 下 条 件 这 ) 成 立 . 
证) 对 任意 pe 【Hi, 有 0<jp<1, 合 


2 二 1 


(Df)s(SH) C SH), 


且 对 任意 (Zo, Yo) € S+, 有 |1| > pyol; 又 对 任意 ge [了 
i=1 
有 
(Df °)a(Ss) © Sp 


且 对 任意 (x0,%p) e S7， 有 |z-i| > pzol, 其 中 (x5-1,y-1) = 
(Df 1)a(z0, yo)- 


定理 6.10 ” 设 3 上 的 微分 同 胚 f 满足 条 件 i) 和 省 ), 则 取 Y= 
(1 一)-1, 可 使 定理 6.9 的 条 件 说 也 成 立 ， 即 了 以 0 为 子 系 
统 

证 明 从 略 ， 可 参见 [Mo] 或 [Zhjl. 文 {Zhol 中 又 改进 了 定理 
6.10 的 微分 条 件 ， 并 运用 于 Taylor 上 映射， 得 出 其 混沌 性 态 ， 有 兴 
趣 的 读者 可 参见 原文 . 

下 面 介绍 重要 的 横 截 同 宿 定理 ， 


定理 6.11 (Smale-Birkho 企 ) 设 二 维 点 映射 f 具有 双 曲 不 动 点 
O, 且 W5(O) 与 W*(O) 横 截 相交 在 民 于 O 的 一 点 P， 则 f 具 
有 混 沁 性 态 . 

证 明 ”不妨 假 设 , 在 O 点 Ws(O) 的 切 向 为 水 平方 向 W*(O) 的 
切 向 在 铅 直方 向 ,关键 是 要 证 明 ， 存 在 正 整数 NN, 使 在 映射 J 信之 
下 ，O 邻近 有 两 个 水 平 条 映像 为 两 个 铅 直 条 ， 且 边界 映 为 边界 . 
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对 于 以 O 为 中 心 的 正方 形 S= [- 了 下 x [-- 六 下. 由 纪 的 入 司 
理 知 ， 可 取 包 含 Ws(O) 的 一 段 及 〇 在 其 内 部 的 水 平 条 有 1, 且 横 
跨 5, 又 存在 正 整数 Ni, 使 /1 (1) 成 为 一 个 在 铅 直 方向 跨越 5 


的 铅 直 条 六, 见 图 6.13. 


6.13 


为 了 得 到 另 一 对 水 平 条 HH2 和 铅 直 条 访 , 我 们 利用 横 截 同 宿 
点 P， 考 虑 S 在 三 的 正 向 、 负 向 选 代 之 下 的 像 ， 由 入 引 理 知 
5 在 f 的 正 向 迭代 之 下 的 像 应 沿 W*(O) 方向 一 次 次 拉 长 ， 
P e W*(O), 故 存在 正 整数 工 , 使 P e fr*(5S), 见 图 6.14. 同 
样 地 在 f 的 负 向 迭代 之 下 ， 3 的 像 沿 环 *(O) 方向 拉 长 ， 由 
于 P e Ws(O), 故 有 正 整 数 K, 使 Pe f*(S). 取 @ = 
f5(5S) 门 f-K(5), 它 是 包含 点 卫 的 一 个 区 域 , 且 广 <(@) 应 为 
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内 的 一 水 平 条 有 ，ff(Q) 为 5S 内 的 一 铅 直 条 他 (图 6.14), 且 
可 取 Hi，Wi 足够 窗 使 Hi 与 BH2, Wi 与 WW 互 不 相交 . 在 f+f 
之 下 Ha 映 为 V2 且 边 界 映 到 边界 . 取 NN = max(Ni, 天 十 万 , 则 
Hi，H2 在 f 六 之 下 的 像 为 两 铝 直 条 ， 它 们 在 铝 直 方向 均 跨越 5， 
易 见 定理 6.9 的 条 件 得 以 满足 ， 其 中 mm = 2. 故 对 f* 来 说 ， 它 
具有 和 Smale 马蹄 类 似 的 非 游 荡 集 A, 在 A 内 f 具有 一 切 nN- 
周期 点 ，mn = 1, 2,-…, 其它 的 运动 在 A 内 为 遍历 型 的 ， 故 呈现 混 
沌 性 态 . 证 毕 


图 6.14 


注 6.5 在 混沌 的 定义 6.4 中 的 条 件 i) 通常 可 放宽 为 具有 任意 大 
周期 的 周期 点 ， 其它 两 条 件 仍 保持 , 则 运动 仍 具有 极 混乱 的 性 态 . 
在 定理 6.11 的 证 明 中 得 到 f* 具有 一 切 自然 数 为 周期 的 周期 点 . 
实际 上 说 明 了 在 非 游 功 集 上 的 性 态 与 了 在 cy 之 下 的 性 态 拓扑 
共 印 ， 后 者 常 称 为 叶 上 的 子 移 位 ， 故 只 要 f 包含 子 移 位 ， 它 就 
具有 混沌 性 态 ， 易 见 ， 由 于 双 曲 鞍点 O 的 两 条 分 界线 (TY“(O) 及 
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环 ”(9) 的 各 一 支 ) 相交 于 一 点 Po 后 ， 将 会 在 这 个 同 宿 轨道 上 出 
现 无 穷 多 个 交点 ， 且 它们 在 O 邻近 无 限 振荡 而 形成 Poincaré 概 
栏 ， 如 图 6.15. Po 在 三 的 正 向 迭代 之 下 ， 依 次 的 像 为 让 ,让 ,……， 


在 了 负 向 迭代 下 的 像 依 次 为 P_1, 了 -2,…. 运动 的 混乱 状态 就 出 
现在 这 条 同 宿 轨 道 邻 近 ， 包 括 上 述 以 nN 为 周期 的 一 系列 离散 周 
期 轨道 也 分 布 在 这 一 同 宿 闭 轨 的 邻近 . 

注 6.6 以 上 对 马蹄 映射 及 其 推广 ， 横 截 同 宿 定理 等 只 是 作 了 一 
个 比较 直观 的 描述 , 为 了 更 深入 地 刻画 其 动力 性 质 ,进一步 须 运用 
Markov 分 解 、 转 移 矩阵 和 伪 轨 跟踪 等 性 质 . 有 兴趣 的 读者 可 参见 
[GH] 等 . 


4.2 横 截 异 宿 环 


对 具体 的 点 映射 要 证 明 模 截 同 宿 点 的 存在 性 并 非 易 事 ， 下 一 
节 将 介绍 的 Melnikov 方法 是 许多 应 用 问题 中 很 有 效 的 方法 ， 在 
这 一 段 将 把 模 截 同 宿 环 引 伸 到 横 截 异 宿 环 ， 它 在 一 些 点 映射 问题 
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的 研究 中 也 有 很 好 的 应 用 ,将 以 Hénon 映射 为 例 说 明 . 利用 所 谓 
雾 状 引 理 的 思想 ， 文 [(QY] 中 引入 横 截 n- 环 的 概念 ， 且 不 难得 
知 ， 由 模 截 异 宿 环 的 存在 可 推出 模 截 同 宿 而 导出 混沌 性 质 . 


定义 6.8。” 设 平面 点 映射 /具有 双 曲 鞍点 p1,…, Pn， 且 对 每 一 
i 二 1，WY(pi) 与 Ws (pit1) 横 蕉 相交 于 一 点 gi, 其 中 
Pnt1 = pl, 则 称 f 具有 一 个 横 截 n- 环 . 
图 6.16 画 出 了 横 截 2- 环 的 例子 . 由 于 异 宿 点 q1,q2 的 存在 ， 

将 Ws(p;),，W*(pi) 延伸 ， 可 使 这 四 条 分 界线 相交 无 限 多 次 ， 从 而 
得 到 过 pl 和 22 的 同 宿 环 ， 且 在 p1，p2 附近 均 会 形成 Poincaré 
栅栏 而 出 现 混沌 性 态 ， 下 面 用 Hénon 映射 来 说 明 横 截 2- 环 的 应 
用 . 


图 6.16 


例 6.2 考虑 Hénon 映射 
f(y)=(4+tBy-z, 7), (zy) ER (6.28) 


1976 年 M.Hénon 对 三 体 运动 的 Poincaré 映射 提出 了 这 一 简化 
模型 ， 并 用 数值 方法 说 明 当 4 = 1.4, B = 0.3 时 上 具有 混沌 性 
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态 ， 此 后 这 一 映射 引起 不 少 学 者 的 兴趣 ， 起 先 用 数值 方法 得 知 f 
呈现 混沌 性 态 的 参数 是 零星 而 隔离 的 ， 后 用 定性 方法 可 推出 它 具 
有 横 截 2 - 环 而 得 出 混沌 性 态 的 大 片 参数 区 域 ， 如 [QY], [Lu2]， 
[Ya2] 等 .对 于 B = 1 的 保 面 积 映 射 ， [Lu2] 证 明了 4 > 0 是 
(6.28) 具 混 沌 性 态 的 充 要 条 件 ， 对 B 夭 1, 现 介绍 文 [Ya2] 的 一 
些 结 果 .， 首先 在 条 件 


2 
B>1, AZmax {+2B+ 二 4 VB?+4B, 


(B+1)(B?+B-1) 
| 


之 下 证 明 (6.28) 存在 横 截 2- 环 . 


B-1+tV(B-1)+44 
2 


在 所 设 条 件 下 ， 易 推 得 
vB:+4B vB:+4B 
zi > 了 +Y —, < 一 一 一 
因此 有 
B? 一 4 十 Z1 B 
一 一 一 一 ， 6. 
A+Bz2 1 > 2Z1) 万 十 可 <<z2 (6.29) 


如 图 6.17, 作 


B 
ACIPIDi= {(z,Wy -2<0, 2 之 可 ,SS rz1}. 


则 由 f(z,9) = (y， 5(-4 十 Zz 十 妨 )) 可 得 


六 1(ACIPID1) = 曲 边 三 角形 C1P.D1， 
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它 由 两 条 扫 物 线 弧 甩 
CB= {(5WD |By=2+2- A F<2<a), 
PiD'= {(z,9) | By = 7?+z1—4, 2 <z<zl| 
B _ 
以 及 x = 放 上 的 直线 段 CiD1 所 围 成 进入 五 的 Wi) 为 
三- 的 不 变 集 ， 它 应 保持 在 两 抛物 线段 之 间 ， 从 而 与 C1D1 交 于 


一 点 Ni 它 在 f-! 之 下 的 像 为 C7D' 中 的 一 点 N!. 
再 作 


B 
AC2PD2 = {(z, ly ~7T<0,7< 一 了 2 之 vy2}. 


类 似 于 上 的 分 析 可 知 ， W*( 肪 ) 的 一 支 必 与 西奈 相交 于 一 点 
Nz, 点 Ns 在 下 之 下 的 像 位 于 C3D5 中 的 一 点 N&, 如 图 6.17. 由 
(6.29) 式 可 知 


1 B? 
ga 一 万 (4 十 21 十 本 ) < T2. 


故 C1D1 整个 位 于 曲 边 三 角形 CPzDs 的 下 方 , 同样 可 知 ，C2 D2 
整个 位 于 曲 边 三 角形 C1 PLD4 的 右 方 . 因此 Ws(P) 与 W*(B) 
的 相应 这 两 支 必 相交 于 一 点 Q2. 借助 于 估计 Df-! 及 Df 的 值 
易于 证 明 在 Q2 点 W*( 忆 ) 及 Wr*( 忆 ) 的 切 向 斜率 分 别 大 于 1 和 
小 于 1, 因此 两 者 在 Q2 横 截 相交 ， 

类 似 地 可 以 证 明 在 所 设 条 件 下 W*( 愉 ) 与 Ws (已) 的 各 一 支 
必 横 蕉 相交 于 第 二 象限 的 一 点 Q2, 见 图 6.17. 从 而 得 到 一 个 横 截 
2- 环 ， 故 有 具有 混沌 性 态 . 

对 于 < -1 或 -1<B<1I 的 情况 ，[Ya2] 中 也 给 出 了 相 
应 的 充分 条 件 ， 以 证 明 横 截 2- 环 的 存在 性 . 
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85 ”Melnikov 方法 


前 面 几 节 介绍 了 离散 系统 的 混沌 性 态 及 其 判定 方法 , 对 于 连续 
流 由 Poincaré-Bendixson 的 极限 集 理论 可 知 平面 定常 系统 不 会 
出 现 混沌 性 态 . 而 对 三 维 以 上 的 定常 系统 或 者 二 维 非 定常 系统 就 可 
能 出 现 混沌 性 态 . 利用 Melnikov 方法 来 研究 这 类 系统 的 Poincaré 
映射 ， 在 一 定 条 件 下 可 以 得 出 横 截 同 宿 从 而 判定 系统 具有 混沌 性 
质 . 

现 就 二 维 定常 系统 的 周期 性 摄 动 系统 ( 它 有 很 广泛 的 应 用 背 
景 ) 来 介绍 这 一 方法 ， 考虑 系统 


t= f(z)+eg(z,t), (6.30) 
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其 中 z 二 (3) (人 (ro 
Z2 户 92 


9(Xx,t 十 了 了) 三 9(72,t). 6 为 小 参数 ， 且 设 e = 0 时 的 无 摄 系统 为 
Hamilton 系统 . 即 有 五 ~- 函数 是 (71, 7X2) 使 


oH on 
fi 一 B72 一 7 
< 一 0 时 系统 的 轨 线 结构 如 图 6.18(a), 它 具 有 过 鞍点 po 的 同 宿 轨 
道 


(a) (b) 
图 6.18 
Fo: z= g(t), te(-o00,00). 


Ws(po) 与 W*(po) 非 模 截 相交 ,在 (zx1, zz 加 空间 中 看 ， 其 轨 线 
为 垂直 于 (zx1, x2) 平面 的 直线 ， 组 成 母线 平行 于 t 轴 的 柱 面 . 
当 |e| 闫 0 甚 小 时 ， 空 间 轨 线 产生 小 的 摄 动 ， 它 不 再 位 于 母线 
锁 直 的 柱 面 上 ， 易 于 证 明 (6.30) 在 七 轴 邻 近 有 一 双 曲 的 工 - 周期 
轨 线 
Ye: Telt) = po + O(e). (6.31) 
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它 的 稳定 流 形 Ws*(Ye) 与 不 稳定 流 形 W™*(Ye) 各 有 一 支 在 通过 [0 
的 柱 面 邻 近 ， 以 间隔 为 T, 平行 于 〈zl, 22) 平面 的 截面 去 截断 此 
三 维 流 ， 考 察 其 P- 映射， 在 截面 t = to 上 得 到 图 6.18(b), 其 中 
pe 二 po 十 O(e) 为 截面 上 = 加 与 (6.31) 的 交点 ， 对 应 于 P- 映 
射 的 双 曲 不 动 点 , 它 的 稳定 与 不 稳定 流 形 如 图 中 虚线 所 示 , 一 般 说 
它们 将 分 离开 来 .从 t+ = to 截面 上 的 无 摄 系统 的 轨道 To 上 一 点 
go(0) 的 法 线 上 去 计算 其 分 离 量 ， 即 可 引导 出 Melnikov 函数 . 

下 面 就 通过 求 微分 方程 摄 动 后 的 解 关于 的 展开 式 的 一 次 近 
似 来 得 出 其 表达 式 ， 设 在 无 摄 系统 的 解 x = go(t) 邻近 (6.30) 有 
轨 线 g2(t,to)， qz (t,t0), 分 别 位 于 Ws(Ye), W*(Ye) 上 . 它们 可 依 
< 展开 : 


qs(t,to) = go(t — to) + eqf (t,to) + O(e), te [to,o0), 


ge 人 tt) = go(t — to0) + eq (t,to) + Ol(e?), te (~o0,tol. 
(6.32) 
当 € 一 0 时 上 式 关 于 相应 区 间 上 的 t 一 致 成 立 . 在 截面 上 = to 上 
点 qo(0) 处 ， 考 虑 


d(to) = q(to, to) — g(to, to) 


_ f(go(0)) (at (to, to) ~ gilto,to)). 2 
= EXOJ + 


(6.33) 


b 
其 中 a 人 6b = a1bs 一 azb1 表示 两 向 量 4 = 四 ,b= ( 1 的 


Q2 


1 


To 在 go(0) 点 的 法 线 方向 上 的 投影 ， 因 此 d(to) 代表 了 Ws (pe 
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向 量 积 的 模 , 故 fj 人 (gf 一 qi) 为 f 一 gf 在 f+ = [; ja 


与 W*(pe) 在 此 方向 上 分 离开 的 距离 ， 从 而 
We 人 pm] 与 Wr(pi) 相交 > dt) = 0 (6.34) 
为 便于 计算 dlto) 的 一 阶 近似 ， Melnikov 引入 函数 
MGto) = Flaolt ~ to) Ag(aolt ~ to), tdt. (6.33) 
通常 把 (6.35) 称 为 (一 阶 ) Melnikov 函数 现 证 


dkto) = [eg M(to ee f+ Ol). (6.36) 


为 此 ， 令 . 


As(t,to) = f(go(t ~ to)) A gi (t,to), 
A*(t,to) = f(go(t ~ t0)) A gt (t, to). 


由 一 阶 变 分 方程 易于 得 到 A*，A* 满足 的 微分 方程 ， 因 


(6.37) 


Go 一 flqo), CH 一 Df(go)qi + g(go, t), 


EAs(i,to) = DF(golt — to))dolt — to) A g(t ~ to) 
f(go(t 一 机) 人 部 (bt) 
= div(Df (go))As(t, to) 
+f(go(t — to)) A g(qo(t ~ to), t) 
= f(golt — to0)) 人 g(qolt ~ to),t). 
上 式 最 后 一 步 是 因为 div (Df) 三 0. 从 to 到 co 积分 上 式 得 


—A’(to,to) = 三 f(golt — t0)) A g(golt — to), t)dt, (6.38) 


因 lim f(go(t 一 如)) = f(po) = 0, 故 上 式 中 的 A*(oo,t0) =0. 
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对 A*(t,to) 类 似 地 推导 可 得 
Av(to) = f flaolt ~ to) A glgolt ~ to), dt. (6.39) 


把 (6.38) 与 (6.39) 相 加 ， 即 得 (6.36). 从 而 可 以 得 出 下 列 结论 


定理 6.12 ” 若 Melnikov 台数 M(to) 不 依赖 于 6 且 以 to 为 简 
单 零点 ， 即 M(to) 二 0，M'(to) 天 0, 则 |e| 关 0 且 其 小 时 ， 有 横 
截 同 宿 点 ， 从 而 (6.30) 的 解 具 混 汪 性 态 . 

这 一 结论 说 明 ， 在 (zl, z?) 平面 上 ,鞍点 po 的 邻近 存在 一 系 
列 无 窃 多 个 点 ， (6.30) 以 它们 为 初 值 所 对 应 的 轨道 为 周期 的 ， 以 
的 各 种 不 同 倍数 ( 且 趋 于 无 穷 ) 为 周期 ， 实 际 上 ， 早 在 20 世纪 
40 年 代 ， N.Levinson 等 就 曾 对 具有 周期 强迫 力 的 二 阶 振动 方程 
证 明了 这 种 结论 ， 如 果 从 Poincare 截面 上 去 看 ， 这 正 是 马蹄 映射 
所 反映 出 的 复杂 性 态 ， 也 正 是 受到 这 些 例子 的 启发 ， Smale 构造 
出 奇妙 的 马蹄 映射 . 

这 一 定理 有 许多 应 用 .下 面 举 出 一 例 ， 见 文 [ZH]. 


例 6.3 考虑 含 非 线性 电容 的 振荡 电路 系统 


全 十 eh 十 一 2 二 EN cos wt, (6.40) 
其 中 > 表示 电流 量 . 把 (6.40) 化 为 方程 组 
=, (6.41) 


1 三 一 2 十 22 — eky + eu coswt. 


e 二 0 时 (6.41) 为 Hamilton 系统 ， 具 有 类 似 于 图 6.18(a) 的 结 
构 ， 不 同 的 是 鞍点 在 右边 ， 即 z 轴 上 的 点 A(1,0), 而 B(0,0) 为 
中 心 . 其 五 - 函数 为 


再 (z, 妇 二 3z2 十 302 一 273， (6.42) 
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同 宿 轨道 To 为 


五 (z,y) = 1. (6.43) 
[3 
do 一 4 = + Va 3 +1 ， _l<zr< 1. 
dt Lo To V3 2 i 
为 得 到 简化 的 参数 表达 式 ， 令 x = 1 一 局 , 6 = 土 1, 则 得 
6du 
一 -一 一 V30dL. 6.44 
UV3 一 242 V3 (6.44) 


取 如 使 s(to) 一 一, 即 得 u(0) = 了 V65. 再 积分 (6.44), 易于 
得 到 To 的 参数 形式 为 
z=1— 3 sch? 工人 — to), 
2 | ? (6.45) 
y= sech 3(t— to)th 3(t — to). 


f(r,Yy) 一 ( ? 


(eg) 
AZ = ， 
， —hky+t kcoswt 


t—t 
令 一 一 = 纪 则 


Oo 
M(t) = 人 (fA grod 
一 Do 
Oo 
二 / (—ky? + py coswt)lrodt 
一 oo 
三 -5 — 3usin 2wto : J, 
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其 中 易 计 算出 
T= 广 sech4t .ch2t dt = 4 
一 co 15 


而 
= 广 sech2t .tht. sin 2wt dt 
可 利用 复 变 积分 的 残 数 来 求 出 ， 令 


让 oo (et _ et)e2it 
三 = 
-oo (et 十 et)3 


》 


则 
J = 4Im Jr， 


其 中 Im 表示 J* 的 虚数 部 分 去 掉 1， 对 函数 
f(z)= (6 —e ")ew*/(e +e*) 
利用 Cauchy 定理 
¢ f(z)dz = 2niR(A), 


其 中 R(A4) 为 f(z) 在 点 4(0, 5 处 的 残 数 ， 路 径 工 如 图 6.19 
中 所 示 . 加 
2riR(A) = 1/ Flzjdz+ / f(z + in)dz 


Ca 0 
. . . i 
tf fativaytif f( a++iy)dy 
当 a 一 oo 时， 
T 0 
hh fetiydy 20, 人 f(-a+iy)dy 一 0， 
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图 6.19 


(1 — e227) 7 = 2niR(A) = 了 [2 ~ i— le- 
从 而 可 得 

M(to) = -ok 十 2p —1)cschwr .sinwto. (6.46) 
因此 ， 当 参数 &，/，w 满足 条 件 


k 5 
— < nldw? — Tcsch mw 6.47 
< (6.47) 


时 ， M(to) 有 简单 零点 ， 由 定理 6.12 知 ， (6.40) 的 解 具有 混沌 
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